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Моделирање и нумеричке симулациjе вихорних
струjања
Резиме
Вихорна струjања су веома присутна у техничкоj пракси. Струjања у тур-
бомашинама и ротираjућим системима, струjања у цевоводима након разних
локалних отпора, струjања ваздуха у циклонима и коморама за сагоревање су
само неки од примера вихорних струjања у техничкоj пракси. Структура турбу-
лентних вихорних струjања jе изразито нехомогена и анизотропна, па у већини
случаjева турбулентни модели базирани на Бусинесковоj хипотези не даjу за-
довољаваjуће резултате у нумеричком прорачуну ових струjања. To jе посебно
изражено у случаjу када jе профил обимске брзине типа Ранкиновог вртло-
га. Напонски модели даjу боље резултате у предвиђању струjања, али њихова
примена у комплексним геометриjама jе даље веома захтевна са аспекта кон-
вергенциjе и времена прорачуна. У овоj докторскоj дисертациjи главни акценат
истраживања jе на нумеричким прорачунима турбулентних вихорних струjања,
коришћењем разних турбулентних модела, као и теориjскоj анализи модела и
методама коjе се користе при тим прорачунима. За прорачуне je коришћен соф-
твер отвореног типа (енг. open-source) под називом OpenFOAM. Захваљуjући
отворености програмског кода OpenFOAM-a, анализиран jе начин имплемен-
тациjе одговараjућих физичко-математичких модела у његовом коду. На осно-
ву те анализе извршена jе и сопствена имплементациjа Speziale-Sarkar-Gatski
(SSG) напонског модела у програмски код OpenFOAM-a. Tакође, креиране су
и додатне апликациjе за анализу резултата добиjених нумеричким прорачу-
ном. Разматрана су два проблема: случаj осносиметричног вихорног струjања
са профилом Ранкиновог вртлога у дугачкоj цеви, и случаj тродимензиjског
вихорног струjања у цеви коjе се формира иза кола аксиjалног вентилатора.
У првом проблему генератор вихора ниjе разматран, већ су постоjећи експери-
ментални резултати коришћени за дефинисање физичких величина на улазноj
граници прорачунског домена. За валидациjу нумеричких прорачуна коришће-
ни су експериментални резултати у осталим мерним пресецима. На овом случаjу
тестирани су разни турбулентни модели: двоjедначински k-ε, RNG k-ε, Launder-
Sharma k-ε , k-ω SST модел, као и напонски модели Launder-Reece-Rodi (LRR),
Launder-Gibson (LG) и Speziale-Sarkar-Gatski (SSG). Показано jе да двоjедна-
чински модели даjу веома лоша предвиђања, како профила осредњених брзина,
тако и профила кинетичке енергиjе турбуленциjе. Напонски модели даjу знат-
но боља предвиђања профила осредњених брзина. Модел SSG боље предвиђа
смањење аксиjалне брзине у зони вртложног jезгра у поређењу са LG моде-
лом, док LG модел даjе нешто боља слагања са експерименталним резултатима
за профиле обимских брзина. У случаjу прорачуна струjања у цеви иза кола
аксиjалног вентилатора, његова геометриjа jе узета у обзир при генерисању
нумеричке мреже. Разматрана су два приступа моделирања обртања вентила-
тора: случаj
”
замрзнутог ротора“, у коме се у jедном делу прорачунског домена
решаваjу jедначине у ротираjућем координатном систему, и случаj када нуме-
ричка мрежа, у делу у коме се налази вентилатор, ротира у реалном времену. У
прорачуну су коришћена два турбулентна модела RNG k-ε и k-ω SST. Добиjени
резултати су показали добро слагање са постоjећим експерименталним резул-
татима. To jе показало да су недостаци ових модела мање изражени у случаjу
када се геометриjа генератора вихора обухвата при генерисању нумеричке мре-
же. Прорачунима са ротираjућом мрежом су добиjена нестационарна кретања
вртложног jезгра у цеви, као и више детаља о вртложниом структурама коjе се
jављаjу у струjном пољу. Сви ови резултати су показали да се ОpenFOAM може
успешно користити за прорачун комплексних струjања у турбомашинама.
Кључне речи: вихорна струjања, обимска брзина, турбулентни модел, нуме-
ричка механика флуида, OpenFOAM
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Modeling and Numerical Simulations of Swirling
Flows
Abstract
Swirling flows are very common in technical practice. Flows in turbomachinery
and rotating systems, flows in pipelines after local resistances, flows of air in cyclones
and combustion chambers are just few examples of swirling flows in technical practice.
Turbulence structure in swirling flows are highly inhomogeneous and anisotropic. In
most cases turbulent models based on Boussinesq, linear eddy viscosity assumption,
give poor results. That is specially pronounced in case of Rankine type profile for
circumferential velocity. Reynolds stress models give better results in prediction of
swirling flows, but their usage in complex geometries are very demanding from the
viewpoint of solution convergence and time of calculation. In this thesis main accent
of research is on numerical simulations of swirling flows by use of various turbulent
models, and on theoretical analysis of the models and numerical methods which
are used for computations. An open-source software OpenFOAM was used for all
computations. Due to openness of the OpenFOAM code, it’s possible to analyze
the way of implementation of various mathematical models. Based on the code
analysis, Speziale-Sarkar-Gatski (SSG) Reynolds stress model was implemented in
OpenFOAM code. Also, some additional postprocessing tools and applications were
created and implemented in the code. Two problems are considered: axisymmetric
swirl flow in long circular pipe with Rankine profile of circumferential velocity, and
three-dimensional swirl flow in the pipe behind axial fan. In first problem, swirl
generator wasn’t considered, and experimental results in one cross-section were used
as boundary condition at the inlet. As a validation tool for numerical computations,
experimental results in other cross-sections were used. Several turbulent models
were tested on this problem. From class of two equation models k-ε, RNG k-ε,
Launder-Sharma k-ε and k-ω SST models were used, while from Reynolds stress
models class Launder-Reece-Rodi (LRR), Launder-Gibson (LG) and SSG model
were used. It was shown that all two-equation models give poor results, both for
profiles of mean velocities, and for turbulent kinetic energy. Reynolds stress models
give better results for mean velocity profiles. SSG model gives better prediction of
axial velocity near the pipe axis, in the core region, while LG model gives slightly
better prediction of circumferential velocity. In case of swirling flow in the pipe
behind axial fan, the geometry of fan is taken into consideration in creation of
numerical mesh. Two approaches were used for computations: frozen-rotor approach
and moving mesh approach. In frozen-rotor approach equations in rotating frame
of reference are solved in one part of the domain, while in other approach mesh
is moving (rotating) during computations. In these computations RNG k-ε and k-
ω SST models were used. Obtained results showed good agreement with existing
experimental results. That agreement showed that weakness of these models are less
pronounced in cases where swirl generator is also taken into consideration. In case
of rotating mesh, unsteady motion of vortex core is detected in the pipe, and also
some additional vortex structures. All these results also showed that OpenFOAM
can also be used for computations of complex flows in turbomachinery.
Key words: swirling flows, circumferential velocity, turbulent model, computational
fluid dynamics, OpenFOAM
Scientific area: mechanical engineering




1.1 Карактеристике вихорних струjања . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.1 Нелокални турбулентни пренос у вихорном струjању . . . . 10
1.2 Преглед досадашњих нумеричких истраживања вихорних струjања 12
1.3 Мотивациjа и циљ истраживања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.4 Структура дисертациjе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2 Основни закони и основне jедначине механике флуида 20
2.1 Диференциjални облици основних jедначинa
механике флуида (континуума) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Основне jедначине за њутновски флуид . . . . . . . . . . . . . . . 26
3 Физичко-математичко моделирање турбулентних струjања 30
3.1 Феноменолошки опис турбуленциjе . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.2 Реjнолдсова статистика и Реjнолдсове jедначине . . . . . . . . . . 36
3.3 Турбулентни модели базирани на концепту турбулентне вискоз-
ности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.3.1 Алгебарски и jедно-jедначински модели . . . . . . . . . . . 41
3.3.2 Двоjедначински модели . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3.3 Ограничења модела базираних на турбулентноj вискозно-
сти у прорачуну вихорних струjања . . . . . . . . . . . . . 53
3.4 Пуни напонски модели . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.4.1 Моделирање тензора турбулентне дифузиjе . . . . . . . . . 58
3.4.2 Моделирање тензора дисипациjе . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.4.3 Моделирање редистрибутивног члана . . . . . . . . . . . . . 60
4 Методологиjа прорачуна и њена примена у OpenFOAM-у 69
4.1 Дискретизациjа просторног домена . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.2 Дискретизациjа jедначина преноса . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.2.1 Дискретизациjа просторних интеграла . . . . . . . . . . . . 79
4.2.2 Временска дискретизациjа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.2.3 Гранични услови . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.3 Структура система алгебарских линеарних jедначина и методе
његовог решавања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.4 Дискретизациjа Реjнолдсове jедначине . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.4.1 Дискретизациjа дифузионог члана . . . . . . . . . . . . . . 108
4.4.2 Дискретизациjа нелинеарног конвективног члана . . . . . . 109
4.4.3 Алгебарска jедначина притиска . . . . . . . . . . . . . . . . 110
4.5 Основна структура OpenFOAM-a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.5.1 Имплементациjа тензорских поља . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.5.2 Имплементациjа класа коjа описуjу парциjалне диферен-
циjалне jедначине . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
4.5.3 Топологиjа нумеричке мреже и гранични услови . . . . . . 116
4.5.4 Начин имплементациjе турбулентних модела . . . . . . . . 117
4.5.5 Сопствена имплементациjа SSG модела у OpenFOAM коду 123
5 Прорачун осносиметричног вихорног струjања у цеви 129
5.1 Осносиметрично вихорно струjање у цеви са профилом Ранкино-
вог вртлога . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
5.1.1 Дефинисање неопходних параметера за нумерички прора-
чун струjања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
5.1.2 Нумерички резултати добиjени применом двоjедначинских
мoдела . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
5.1.3 Нумерички резултати добиjени применом LG и SSG напон-
ских модела . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6 Прорачун вихорног струjања у цеви иза кола аксиjалног венти-
латора 155
6.1 Прорачун струjања у домену са периодичним површима . . . . . . 160
6.1.1 Генерисање геометриjе и нумеричке мреже . . . . . . . . . 160
6.1.2 Гранични услови, методе дискретизациjе и избор метода
за решавање система линеарних jедначина . . . . . . . . . . 166
6.1.3 Резултати и дискусиjа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
6.2 Прорачун струjања у комплетном 3D домену . . . . . . . . . . . . 181
6.2.1 Генерисање геометриjе и нумеричке мреже . . . . . . . . . . 181
6.2.2 Гранични услови, начин решавања и методe дискретизациjе 185




A Реjнолдсове jедначине у поларно-цилиндричним координатама214
B Основи инвариjантне теориje у турбуленциjи 223





Φε деструкциjа дисипациjе кинетичке енергиjе турбуленциjе
αf угао неортогоналности
A карактеристична матрица коjа се добиjа дискретизациjом диференциjал-
них jедначина преноса
b карактеристични вектор у коме се смештаjу познате величине коjе потичу
од дискретизациjе дела изворског члана и задатих граничних услова
m˙ масени проток флуида
q˙V количина топлоте у jединици времена коjа се генерише унутар контролне
запреминe (извор топлоте)
V˙ запремински проток флуида
η динамичка вискозност флуида
IIb друга инвариjанта нормализованог тензора анизотропности
IIIb трећа инвариjанта нормализованог тензора анизотропности
λ топлотна проводљивост
P прва инвариjанта тензора градиjента брзине
Q друга инвариjанта тензора градиjента брзине
R трећа инвариjанта тензора градиjента брзине
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ω фреквенциjа дисипациjе кинетичке енергиjе турбуленциjе
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τη карактеристична временска размера микровртлога - Колмогоровљева раз-
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S вихорни броj
s jединична (специфична) ентропиjа
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qA вектор топлотног флукса
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обимска брзина)
Π тензор тензор прерасподеле (редистрибуциjе) турбулентних напона
σ тензор напона
τ тензор вискозних напона
ε тензор вискозне дисипациjе турбулентних напона
a тензор анизотроности турбулентних напона
b нормализовани тензор анизотроности турбулентних напона
D тензор дифузиjе турбулентних напона
P тензор продукциjе турбулентних напона
R тензор турбулентних напона
T тензор укупног напона
Симболи






α константа у jедначини преноса фреквенциjе дисипациjе у k-ω моделу
β константа у jедначини преноса фреквенциjе дисипациjе у k-ω моделу
β∗ константа у jедначини преноса фреквенциjе дисипациjе у k-ω SST моделу
β∗ константа у jедначини преноса фреквенциjе дисипациjе у k-ω моделу
β1 константа у k-ω SST моделу
β2 константа у k-ω SST моделу
βm коефициjент у Гама схеми дискретизациjе
γ1 константа у k-ω SST моделу
γ2 константа у k-ω SST моделу
pi броj
”
пи“, однос обима и пречника круга
σk константа у дифузиoном члану у моделскоj jедначини преноса кинетичке
енергиjе турбуленциjе
σω1 константа у jедначини преноса фреквенциjе дисипациjе у k-ω SST моделу
σω2 константа у jедначини преноса фреквенциjе дисипациjе у k-ω SST моделу
σω константа у jедначини преноса фреквенциjе дисипациjе у k-ω моделу
σε константа у дифузионом члану моделске jедначине преноса дисипациjе
кинетичке енергиjе турбуленциjе
σk1 константа у jедначини преноса кинетичке енергиjе турбуленциjе у k-ω
SST моделу
σk2 константа у jедначини преноса кинетичке енергиjе турбуленциjе у k-ω
SST моделу
κ Карманова константа
a1 константа у k-ω SST моделу
B константа у универзалном логаритамском профилу брзине
C1 константа у LRR, LG и SSG моделу
C∗1 константа у SSG моделу
C2 константа у LRR, LG и SSG моделу
C3 константа у SSG моделу
C∗3 константа у SSG моделу
C4 константа у SSG моделу
C5 константа у SSG моделу
CD константа у моделскоj jедначини за дисипациjу код jедноjедначинског
турбулентног модела
Cs константа у моделскоj jедначини за тензор дифузиjе турбулентних напона
C1,ref константа у LG моделу
C2,ref константа у LG моделу
Cµ константа k-ε модела
Cε1 константа у дисипативном члану моделске jедначине преноса дисипациjе
кинетичке енергиjе турбуленциjе
Cε1 константа у продукционом члану моделске jедначине преноса дисипациjе
кинетичке енергиjе турбуленциjе
Cкраћенице
LG Launder-Gibson напонски модел
LRR Launder-Reece-Rodi напонски модел
NVA Normalized Variable Approach схеме дискретизациjе конвективног члана
SSG Spezile-Sarkar-Gatski напонски модел
TVD Total Variation Diminishing схеме дискретизациjе конвективног члана
If I have seen further it is by standing on the shoulders
of giants.





Вихорна струjања су често присутна у природи и у техничкоj пракси. Фено-
мени као што су торнадо, ураган, затим разни вртлози (вирови) коjи се jављаjу
у текућим и стаjаћим водама представљаjу наjкарактеристичниjе примере ви-
хорних струjања коjи се могу jавити у природи. У техничкоj пракси, феномени
одваjања струjања, вртлога (ротациjе) и стварања вихора су свакако наjприсут-
ниjи, а уjедно и наjкомплексниjи феномени коjи се jављаjу. Струjања у турбома-
шинама и ротираjућим системима, струjања у цевоводима након разних локал-
них отпора, струjања ваздуха у циклонима и коморама за сагоревање су само
неки од примера вихорних струjања у техничкоj пракси. Како су сва споменута
струjања су такође и турбулентна, под поjмом вихорна струjања подразумеваjу
се вихорна турбулентна струjања.
Код струjања у турбомашинама вихор утиче како на перформансе струjне
машине, тако и на губитке механичке енергиjе у струjним просторима коjи се
налазе иза те струjне машине. Тако jе, на пример, са аспекта испитивања ак-
сиjалних вентилатора у циљу одређивања њихове карактеристике врло значаjно
и истраживање вихорног струjања коjе се иза њега jавља, обично у правоj круж-
ноj цеви у коjоj jе вентилатор постављен. Код хидрауличких турбина, вихор коjи
се jавља у сифону иза турбине има великог утицаjа на укупне губитке механич-
ке енергиjе, тако да jе веома важно истражити таj утицаj. Вихорна струjања у
дифузорима су такође веома честа, и ту jе посебно значаjан утицаj вихора на
спречавање одваjања струjања коjе се у дифузорима може jавити.
У случаjу комора за сагоревање, главна улога вихора jе у стабилизациjи
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пламена и побољшању процеса мешања горива и оксиданата. Ово су кључни
аспекти контроле хемиjских реакциjа коjе се при процесу сагоревања одвиjаjу,
тако да jе значаj разумевањa и предвиђања вихорног струjања у овом случаjу
евидентан.
Вихор се често формира и приликом струjања у цевоводима, након неких
локалних отпора. То jе наjизражениjе приликом струjања кроз колена и кри-
вине. Вихор коjи се jавља као последица деjства центрифугалних сила на флуид
у кривини, дуго се задржава у праволиниjскоj деоници после кривине. У овом
случаjу главни акценат истраживања jе на поjави одумирања вихора услед вис-
козних сила у флуиду, jер jе са практичне стране што тачниjег мерења протока
потребно знати на ком месту после кривине струjање поново има jеднодимен-
зиjски карактер.
Због свеопште присутности у природи и техници, вихорна струjања су пред-
мет континуалних истраживања у области механике флуида у последњих неко-
лико децениjа. У новиjе време, та истраживања се паралелно одвиjаjу на три
начина: теориjски, експериментално и путем нумеричких симулациjа. Сваки од
ових видова истраживања има своj немерљив значаj, али су међусобно jако ис-
преплетани и не могу се посматрати као нека издвоjена острва. Главни акценат
ове дисертациjе jе нумеричко истраживање феномена вихорних турбулентних
струjања коja се jављаjу у техничкоj пракси.
1.1 Карактеристике вихорних струjања
Основна подела вихорних струjања, коjа се jављаjу у техничкоj пракси,
jе на спољашња или неограничена и унутрашња или ограничена. Пример за
неограничена вихорна струjања jе случаj вихорних млазева, док се унутрашња
струjања jављаjу у ограниченим просторима као што су цев, дифузор, конвер-
гентни млазник, циклон, итд. Главна карактеристика, било спољашњих, било
унутрашњих вихорних струjања jе постоjање и аксиjалне и обимске компоненте
брзине. Ова чињеница има за последицу неколико комплексних феноменомена
коjи се истовремено jављаjу, а то су: постоjање секундарних смицаjних напона
и центрифугалних сила, закривљење струjница и ротациjа. Сви ови феномени
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доводе до стварања изразито нехомогене и анизотропне структуре турбулен-
циjе, што има за последицу да турбулентни модели базирани на Бусинесковоj
хипотези даjу физички потпуно погрешне резултате.
Како jе вихорно струjање у суштини вртлог просторне структуре (струjање
у пољу вртлога + аксиjално струjање), природно се намеће да се за његово раз-
матрање усвоjи поларно-цилиндрични координатни систем. Уобичаjено jе да у
том координатном систему поларна раван одговара равни Oyz буде раван по-
пречног пресека, док jе аксиjални правац одређен осом x, слика 1.1. У том сми-
слу правоугле координате (x1, x2, x3) постаjу (x, r, ϕ) a одговараjуће проjекциjе



















Слика 1.1. Проjекциjе U = 〈U〉+ u, V = 〈V 〉+ v и W = 〈W 〉+w вектора тренутне
брзине у аксиjалном, радиjалном и обимском правцу при вихорном струjању у цеви.
У случаjу турбулентних струjања, применом Реjнолдсове статистике, све фи-
зичке величине се могу приказати преко збира временски осредњене вредности
и флуктуациjе, тj. као
f˜ = 〈f〉+ f, (1.1)
где jе f˜ тренутна вредност физичке величине, 〈f〉 њена осредњена вредност
(у времену или по ансамблу), док jе f флуктуациjа физичке величине f˜ . У
том светлу се дефинишу и одговараjуће проjекциjе брзине у случаjу вихорних
струjања: аксиjална U = 〈U〉 + u у правцу осе x, радиjална V = 〈V 〉 + v у
правцу потега r и брзина W = 〈W 〉 + w у обимском правцу. У великом броjу
случаjева вихорних струjања у техничкоj пракси, радиjална брзина jе знатно
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мања од обимске и аксиjалне брзине, тако да се њен утицаj у тим случаjевима
може занемарити.
Вихор се може формирати на више начина, од чега ће зависити и облик
профила обимске брзине, а самим тим и физика самог струjања. Код експери-
менталног истраживања вихорног струjања у цевима, принципиjелно, постоjи
неколико начина генерисања вихора, Gupta et al. (1984):
• помоћу ротираjућег цилиндра са саћем или помоћу непокретних завоjних
трака уграђених у цев
• помоћу непокретних лопатица или ротациjом аксиjалне струjне машине
уграђене у цеви









Слика 1.2. Начини генерисања вихора при струjању у цеви: (a) ротираjући цилиндар
са саћем и непокретне завоjне траке уграђене у цев; (б) aксиjални вентилатор на улазу
у цев; (в) тангенциjалним увођењем флуида по обиму цеви.
Након проласка флуида кроз генератор вихора, аксиjалном струjању се додаjе




Сваки од ова три начина генерисања вихора даjе три карактеристична про-
фила временски осредњене обимске брзине приказаних на слици 1.3. У сваком
од ових профила, изузимаjући област непосредно уз зид цеви, уочаваjу се два
модела вртлога:
• модел принудног вртлога, у коме флуид ротира као круто тело, при
чему jе 〈W 〉 ∝ r, слика 1.3(a) и 1.3(в)
• модел принудно-потенциjалног (Ранкиновог) вртлога, у коме jе у
зони око осе цеви област принудног вртлога, док њега окружуjе област
потенциjалног вртлога 〈W 〉 ∝ r−1, слика 1.3(б)
Сходно тим моделима, карактеристични профили временски осредњене обимске
брзине имаjу и одговараjуће називе. Профил
”
зидног млаза“ се може модели-
рати помоћу два принудна вртлога, различитих угаоних брзина.
Профили обимске брзине приказани на слици 1.3 су осносиметрични, али
експерименти показуjу да постоjе извесна одступања од осносиметричности код
свих физичких величина. Главни разлог jе свакако то што jе готово немогуће
постићи да се оса генератора и оса цеви поклапаjу, а и с друге стране увек
постоjе мала геометриjска одступања осносиметричности и код саме цеви. Та-
кође, jедан важан феномен jе присутан код вихорног струjања у цеви, а то jе
прецесионо кретање вртложног jезгра око осе цеви.
(a) (б) (в)
〈W 〉〈W 〉〈W 〉
Слика 1.3. Карактеристични профили обимске брзине код вихорног струjања: (а)
принудни вртлог; (б) принудно-потенциjални вртлог; (в) зидни млаз, Steenberg (1995).
Експериментална истраживања вихорних струjања са профилом принудног
врлога су дата у радовима Ito et al. (1980), Kreith and Sonju (1965), Yajnik and
Subbaiah (1973), Cazan and Aidun (2009). Профили типа Ранкиновог вртлога
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су експериментално истраживани у Algifri et al. (1988), Kitoh (1991), Li and
Tomita (1994), Vukasˇinovic´ (1996), Beniˇsek (1979), Cˇantrak (1981), Лечић (2003),
Чантрак (2012). Профили типа
”
зидног млаза“ су истраживани у Sukhovich
(1978) и Steenberg (1995).
Наjчешћи тип вихорног струjања у цеви, коjи се среће у техничкоj пракси,
припада типу Ранкиновог вртлога. У таквом вихорном струjању разликуjу се
три карактеристичне области, чиjе се дефинисање базира на карактеристичном
профилу обимске брзине, слика 1.4. Те карактеристичне области су:
• област принудног вртлога (вртложно jезгрo) jе зона уз осу цеви
у коjоj флуид ротира константном угаоном брзином (принудни вртлог),
ω =W/r = const.
• област слободног вртлога, у коме се обимска брзина расподељуjе по
закону W = C/r, и
• област зида у коjоj вискозност постаjе доминантна и где долази до наглог
смањења интензитета брзине, до вредности jеднаке нули на зиду цеви.
Оваква структура jе такође често присутна и код вихорних млазева, као и код
вихорних струjања у цевима прстенастог попречног пресека. За разлику од ори-
гиналног, теориjског модела Ранкиновог вртлога, где jе прелаз између области
принудног и потенциjалног вртлога оштар, у случаjу профила обимске брзине
таj прелаз jе гладак. Због тога се на том месту jавља додатно смицање, па
неки аутори око тачке прелаза дефинишу и подобласт смицаjног слоjа, Cˇantrak
(1981).
У зони зида, расподела профила осредњене аксиjалне брзине у великоj мери
задовољава универзални логаритамски профил, док jе у тоj области обимска
брзина знатно мања од аксиjалне a њена расподела jе приближно линеарна,
Kitoh (1991).
Генерисање обимске компоненте неминовно доводи до промене профила ак-
сиjалне брзине, као и до промене расподеле притиска, што директно следи и из
jедначина континуитета и количине кретања. У зависности од интензитета ви-
хора, та промене могу бити знатне, a може доћи и до поjаве повратног струjања
у области око осе цеви. Tакође, вихор низструjно слаби и након одређене ду-
жине цеви струjање поново има карактеристичан профил потпуно развиjеног
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турбулентног струjања у цеви. На слици 1.4 су приказани карактеристични про-
фили аксиjалне и обимске брзине у два пресека цеви. Са слике се може видети
да се у низструjном пресеку, у зони око осе цеви аксиjална брзина повећава,
док се интензитет обимске брзине смањуjе. Дужина цеви, после коjе ће обим-
ска брзина бити приближно jеднака нули, а аксиjална брзина имати типични
профил потпуно развиjеног турбулентног струjања, у наjвећоj мери зависи од
начина генерисања вихора као и интензитета вихора. Та дужина може бити и
сто пута већа од пречника цеви!
〈U〉 〈W 〉
rr
x1x2 > x1 1
2
3
1 - област принудног вртлога; 2 - област слободног вртлога; 3 - област зида.
Слика 1.4. Профили аксиjалне и обимске брзине у два различита пресека у цеви.
Испрекиданом линиjом jе означен ниструjни пресек.
Интензитет вихора се обично изражава преко вихорног броjа. Он се у ли-
тератури дефинише на неколико начина. Наjуобичаjениjа дефинициjа jе да се
вихорни броj дефинише као однос флуксева момента количине кретања и ко-
личине кретања помноженог са полупречником цеви R кроз попречни пресек
цеви.
S =
(флукс момента количине кретања у аксиjалном правцу)




Приликом практичног срачунавања вихорног броjа користе се временски осредњене
брзине за одређивање флуксева. Тако jе, сходно дефинициjи (1.2), вихорни броj


































Често се за дефинисање вихорног броjа користи израз за флукс количине
кретања базиран на средњоj брзини Um = V˙ /(R






















Важно jе напоменути да вихорни броj представља тзв. интегрални параметар
струjања, и да његова вредност може бити иста за два физички потпуно раз-
личита вихорна струjања.
У случаjу вихорног струjања у дугачким цевима (L  D), анализом реда
величине одговараjућих чланова у jедначинама континуитета и количине кре-








Ова jедначина показуjе да су у случаjу вихорних струjања у цевима jако из-
ражени и градиjенти притиска у радиjалном правцу. Таj градиjент притиска jе
позитиван, тако да на зиду цеви притисак има максималну вредност. У слу-
чаjевима вихорних струjања са великим вредностима вихорног броjа, разлика
притисака између осе и зида цеви може бити и неколико редова величина! Са
слабљењем интензитета вихора, расподела притиска по попречном пресеку по-
стаjе равномерниjа, што повлачи за собом да се у аксиjалном правцу (смеру
главног струjања) притисак у зони око осе цеви повећава. Ти позитивни гра-
диjенти притиска у аксиjалном правцу у зони око цеви, локално могу довести
до формирања повратног струjања у тоj зони. Повратно струjање се обично
формира при већим интензитетима вихорних броjева (S > 1).
1Детаљна анализа Реjнолдсових jедначина у поларно-цилиндричним координатама коjима
се описуjу jе турбулентно вихорно струjање у цевима jе дата у Прилогу A.
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Смањење интензитета вихорног броjа у аксиjалном правцу, или одумирање
вихора се обично изражава експоненциjалном зависношћу, Steenberg (1995)






где jе S0 вредност вихорног броjа у референтном пресеку са координатом x0, a S
вредност вихорног броjа у пресеку са координатом x. Екпериментална истражи-
вања дата у Kitoh (1991) су показала да jе коефициjент β функциjа Реjнолдсовог
броjа, и да се са смањивањем Реjнолдсовог броjа он повећава. Kitoh (1991) jе
такође показао да не постоjи универзална формула за одређивање законитости
слабљења вихора, jер таj феномен зависи од начина како jе вихор генерисан,
као и од његове инициjалне расподеле. Са слабљењем вихора се такође наруша-
ва и симетриjа ротационог кретања. Експериментална истраживања вихорних
струjања су показала да се оса вртлога не поклапа са осом цеви, након што ви-
хор ослаби до неког одређеног нивоа. То непоклапање оса може бити веће чак
и веће од 10% полупречника цеви, Parchen and Steenberg (1998), Pashtrapanska
et al. (2006).
Карактеристике турбуленциjе у вихорним струjањима су такође доста ист-
раживане, како експериментално, тако и нумерички. Анализираjући структуру
турбулентног вихорног струjања у цеви Kitoh (1991) jе показао да су турбу-
лентне структуре изложене деjству центрифугалне силе због карактеристичног
хеликоидног облика струjница, и да су оне изразито нехомогене и анизотропне.
Таква структура доводи до тога да се главне осе тензора турбулентних напона
и тензора осредњене брзине деформисања не поклапаjу. Та одступања су наjви-
ше изражена у области слободног вртлога. До истих закључака о анизотроп-
ноj структури турбуленциjе су дошли и Cˇantrak (1981), Parchen and Steenberg
(1998), Pashtrapanska et al. (2006), Лечић (2003), Ћоћић (2007), Чантрак (2012).
Одумирање вихора такође знатно утиче на структуру турбуленциjе, и утицаj
тог феномена jе наjвише изражен у области слободног вртлога. Екпериментал-
на истраживања у Cˇantrak (1981) и Steenberg (1995) су показала да се кинетичка
енергиjа турбуленциjе у пресецима непосредно након генератора вихора прво
низструjно смањуjе, да би потом на рачун смањења и нестанка области врт-
ложног jезгра поново дошло до њеног пораста. У тим истраживањима такође jе
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показано да нормални турбулентни напони у зони око осе цеви имаjу своjе мак-
симуме и да су напони у радиjалном и обимском правцу 〈v2〉 и 〈w2〉 приближно
jеднаки, и већи од нормалног турбулентног напона у аксиjалном правцу, што
указуjе на анизотропну структуру турбуленциjе.
1.1.1 Нелокални турбулентни пренос у вихорном струjању
Вихорно турбулентно струjање jе, као што jе већ речено, jедно изразито
нехомогено струjање. Примена стандардних турбулентних модела коjи се бази-
раjу на концепту турбулентне вискозности при прорачуну вихорних струjања
струjања би у већини случаjа дала незадовољаваjуће резултате (некад и фи-
зички погрешне), те jе стога неопходно извршити њихову корекциjу приликом
примене у вихорним струjањима. Наиме, сви ти турбулентни модели претпо-
стављаjу да се турбулентна размена (импулса, масе или енергиjе) одвиjа кре-
тањима малих размера, тj. високих фреквенциjа. Међутим, турбуленциjа се ка-
рактерише и присуством структура великих размера коjе своjом конвективном
дифузиjом додатно доприносе турбулентном преносу. Такође, кретања великих
размера карактерише и тзв.
”
ефекат памћења“ коjим се обухвата предисториjа
























r/R RU−1m ∂r 〈U〉
(a) (б)
Слика 1.5. Област нелокалног турбулентног преноса у пресеку x/R = 0, за вредност
вихорног броjа S = 0,302, на основу експерименталних резултата из Cˇantrak (1981).
Више детаља о експерименталним резултатима се, поред изворне литературе, може
наћи и у Глави 5 ове дисертациjе.
Покушаjи да се турбулентна вискозност третира као тензор четрвтог реда,
а не као скалар, као што jе предложено у Staniˇsic´ and Groves (1965), у циљу
побољшања резултата дали су само делимичне резултате. Практична примена
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тих модела jе веома компликована jер jе неопходно разматрати и jедначине
преноса за корелациjе трећег реда, Ћоћић (2007).
На слици 1.5 jе дат приказ области нелокалног преноса, добиjен на основу
анализе експерименталних резултата из Cˇantrak (1981). На слици 1.5(a) су при-
казани профили временски осредњене аксиjалне брзине 〈U〉, као и профили без-
димензиjског смицаjног турбулентног напона 〈uv〉, где jе k = 1
2
[〈u2〉+〈v2〉+〈w2〉]
кинетичка енергиjа турбуленциjе. На основу концепта турбулентне вискозности,
смицаjни турбулентни напон 〈uv〉, jе повезан са осредњеним тензором брзине











Код вихорног струjања у дугачким цевима, градиjент аксиjалне брзине у
радиjалном правцу jе много већи од градиjента радиjалне брзина у аксиjалном
правцу, па се jедначина (1.7) у том случаjу своди на









Из jедначине (1.8) следи да се места на коjима 〈uv〉 и ∂r 〈U〉 мењаjу знак мораjу
поклапати, да би она имала физичког смисла. Међутим, као што jе приказано
на слици 1.5(a), градиjент брзине ∂r 〈U〉 мења своj знак од тачке M, и он jе
са даљим порастом бездимензисjке координате негативан. На основу jедначине
(1.8) то повлачи за собом да смицаjни турбулентни напон 〈uv〉 мора бити по-
зитиван. Међутим, експериментални резултати показуjу да jе у тоj области он
негативан, све до тачке N у коjоj мења своj знак и постаjе позитиван. Дакле,
релациjа (1.8) у области MN ниjе задовољена. На слици 1.5(б) су приказане за-
висности бездимензиjских величина 〈uv〉 /(2k) и ∂r 〈U〉. Уочава се да за све три
jачине вихора криве не пролазе кроз координатни почетак, тj. да се тачке М и
N не поклапаjу, што означава нарушавање локалних феноменолошких релациjа
базираних на концепту турбулентне вискозности (у случаjу да jе он задовољен
тачке M и N би се поклапале).
2Детаљна анализа тог концепта, као и анализе турбулентних струjања применом Реjнол-
дсове статистике дата jе у Глави 3.
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Већина турбулентних модела се базира управо на концепту турбулентне вис-
козности. Феномени анизотропности и нелокалног преноса коjи су присутни у
вихорним струjањима чине да употреба тих модела у њиховм прорачунима ви-
хорних струjања не даjе задовољаваjуће резултате. То се посебно односи на слу-
чаjеве када се ради о вихорном струjању типа Ранкиновог вртлога, као и када
се генератор вихора не моделира. Пуни напонски модели у коjима се решаваjу
jедначине преноса турбулентних напона даjу знатно боље резултате, али са дру-
ге стране знатно повећаваjу сложеност нумеричког прорачуна (решавање већег
броjа нелинеарних, парциjалних диференциjалних jедначина). У Глави 3 дат jе
детаљан опис турбулентних модела коjи су коришћени у оквиру истраживања
спроведених у току рада на овоj дисертациjи. Како се ова дисертациjа базира на
нумеричким истраживањима турбулентних вихорних струjања, у даљем делу
ове Главе се даjе преглед релевантних, досадашњих истраживања на том пољу.
1.2 Преглед досадашњих нумеричких истражи-
вања вихорних струjања
Нумерички прорачун турбулентних вихорних струjања применом турбулент-
них модела базираних на концепту турбулентне вискозности разматрано jе од
стране више аутора. Wall and Taulbee (1995) су нумерички разматрали вихорно
струjање у млазу коришћењем стандардног и нелинеарног k-ε модела. Резул-
тати добиjени нелинеарним моделом су показали боље слагање са експеримен-
талним резултатима, посебно у области око осе млаза. Chen and Lin (1999) су
тестирали стандардни k-ε модел у случаjу вихорног струjања у цеви са jаким
интензитетом вихора, експериментално истраживан у Kitoh (1991). Добиjени
резултати су показали велико неслагање у профилима осредњених брзина, а
такође и у расподелама турбулентних напона.
Yaras and Grosvenor (2003) су користили формулациjе модела коjе прора-
чунаваjу вискозни подслоj у нумеричким решавањима осносиметричних про-
блема сепарациjе и вихорних струjања у кружном прстену. У свом истражи-
вању они су користили следеће турбулентне моделе: Родиjеву формулациjу k-ε
модела дефинисану у Rodi (1988), Ченов нелинеарни k-ε модел дефинисан у
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Chien (1982), оригинални k-ω модел, Wilcox (1994), Ментерову формулациjу k-
ω модела, k-ω SST (Shear Stress Transport), дефинисану у Menter (1994), као
и Спаларт-Алмарасов модел, Spalart and Allmaras (1992). Yaras and Grosvenor
(2003) су закључили да у случаjу струjања са сепарациjом модели даjу вео-
ма добре резултате у предвиђању осредњених брзина, док са друге стране до-
биjене вредности коефициjената притиска и трења у рециркулациноj зони веће
од експерименталних вредности. У случаjу вихорних струjања модели су дали
лоше резултате, посебно у случаjу осредњене обимске брзине, где модели пре-
двиђаjу профил принудног вртлога. Такође, аутори нису добили конвергетно
решење у случаjу примене k-ω модела. Модификациjе модела уз примену до-
датног члан, коjи обухвата ефекат великог закривљења струjница у одређеним
деловима струjног поља нису дале значаjно боље резултате. Аутори су закљу-
чили да у случаjу вихорног струjања Ментеров k-ω SST даjе наjбоље резултате
у поређењу са осталим моделима, али и да jе степен неслагања са експеримен-
талним резултатима ипак неприхватљив.
Speziale (1996) jе предложио да у случаjу двоjедначинских модела концепт
нелинеарне турбулентне вискозности представља наjбољи компромис по питању
тачности и нумеричке стабилности и конвергенциjе решења. Као што jе већ ре-
чено, ови модели представљаjу проширење Бусинескове хипотезе увођењем до-
датни квадратних или кубних чланова, у коjима фигуришу тензори осредњене
брзине деформисања и вртложности. Како се Реjнолдсови напони одређуjу из те
алгебарске релациjе, ни ови модели не обухватаjу утицаj
”
историjе“ струjања.
Shih et al. (1997) су користили нелинеарни k-ε модел дефинисан у Shih et al.
(1993) за прорачун аксиjалног турбулентног струjања у цеви коjа ротира око
своjе осе и вихорног струjања у комори за сагоревање. Резултати добиjени нели-
неарним k-ε моделом су показали боље слагање са експерименталним резулта-
тима у поређењу са резултатима добиjеним стандардним k-ε моделом.
Wall and Taulbee (1995) су развили побољшану верзиjу алгебарског напон-
ског модела (ASM). Алгебарска jедначина за одређивање напона у њиховоj вер-
зиjи модела jе моделована тако да она буде примењива на ширем опсегу анизо-
тропности, а такође jе додат и члан коjи обухвата утицаj ротациjе. Резултати
овог модела су дали добро слагање са екперименталним резултатима у случаjу
вихорног млаза, али су ипак резултати добиjени пуним напонским моделом,
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дефинисаним у Gibson and Launder (1978), показали наjбоље слагање са експе-
риментом. Као главни разлог за то Wall and Taulbee (1995) наводе да алгебарски
модели не узимаjу у обзир
”
историjу“ турбуленциjе.
Jakirlic´ et al. (2002) су показали да примена стандардног k-ε модел у слу-
чаjу вихорног струjања у цеви, са профилом обимске брзине типа принудно-
потенциjалног вртлога, даjе веома лоше резултате. Они су такође закључили да
се независно од типа профила обимске брзине коjи се зада на улазноj граници
прорачунског домена, модел увек предвиђа профил типа принудног вртлога за
обимски брзину.
Gyllernam (2008) jе, између осталог истражио нестационарно вихорно стру-
jање у сифону турбине, као и вихорно струjање у комори за сагоревање кори-
шћењем стандардног k-ε модела, као и модификованог k-ω SST модела кори-
шћењем софтвера отвореног типа OpenFOAM. Главни акценат истраживања
jе био на валидациja софтвера у случаjевима таквих струjања. Показано jе да
OpenFOAM може успешно да се користи при прорачуну таквих струjања.
Petit et al. (2011) су нумерички истраживали нестационарно струjање у ге-
нератору вихора коришћењем k-ε модела. Аутори су користили OpenFOAM,
и своjе нумеричке резултате поредили са експерименталним резултатима. До-
биjени нумерички резултати су показали задовољаваjуће слагање са експери-
менталним резултатима.
Escue and Cui (2010) су нумерички истраживали вихорно струjање у цеви, са
профилом обимске брзине типа принудног вртлога. Поредећи своjе резултате са
резултатима експеримената, они показали да у случаjу малих вредности вихор-
ног броjа примена RNG k-ε модела даjе добра предвиђања профила временски
осредњених брзина.
У прорачуну вихорних и ротираjућих струjања многи напонски модели су
коришћени. Liu et al. (1998) су показали да LG модел даjе боље резултате у
поређењу са стандардним k-ε и RNG k-ε моделом у случаjу вихорног струjања
у комори за сагоревање. Sharif and Wong (1995) су вршили поређења три модела:
нелинеарног k-ε модела дефинисаног у Speziale (1987), Родиjевог имплицитног
алгебарског напонског модела, Rodi (1976), и пуног напонски LG модела, Gibson
and Launder (1978) на случаjу вихорног струjања у комори за сагоревање. У
предвиђању осредњених брзина, Родиjев и LG модел су дали приближно исте
резултате, коjи су у одличном слагању са експериментом, док се нелинеарни
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k-ε модел показао као неадекватан. Сви модели су дали погрешна предвиђања
турбулентних напона, па су аутори закључили да jе потревно извршити додатна
побољшања конститутивних релациjа у моделима.
Chen and Lin (1999) су тестирали k-ε , LG и SSG модел на два типа вихорног
струjања у цеви. Први случаj jе био случаj ограниченог вихора у коме jе вихор
генерисан у кружном прстену, коjи заjедно са централним чисто аксиjалним
млазом улази у цев. У другом случаjу вихор jе генерисан лопатицама спровод-
ног апарата, тако да jе профил обимске брзине био типа Ранкиновог вртлога,
1.3. Двоjедначински k-ε модел jе у оба случаjа дао потпуно погрешне резултате.
У првом случаjу оба напонска модела су показала одлично слагање са резулта-
тима експеримента, док jе у другом случаjу SSG модел показао боље слагање,
посебно у случаjу осредњене аксиjалне брзине у зони вихорног jезгра, око осе
цеви.
Younis et al. (1996) су поредили резултате три различита напонска модела
на случаjу струjања у аксиjалном и у вихорном млазу. Они су користили две
вариjанте LRR модела дефинисане у Launder et al. (1975), и SSG модел. Оба
проблема су разматрана као осносиметрична. У случаjу аксиjалног млаза, сви
модели су дали приближно исте резултате, коjи су у добром слагању са експери-
менталним резултатима. С друге стране, у случаjу вихорног млаза, SSG модел
даjе боље слагање турбулентних напона са експерименталним резултатима.
Jakirlic´ et al. (2002) су обавили опсежна нумеричка истраживања вихорних и
ротираjућих струjања. Користили су стандардни k-ε модел, као и његове фор-
мулациjе за мале вредности Реjнолдсових броjева, Ченов и Лаундер-Шарма
k-ε модел, и три напонска модела - LG, SSG и Jакирлић-Хањалићев напон-
ски модел. Истраживања су показала да у случаjу вихорног струjања у цеви
са профилом Ранкиновог вртлога сви напонски модели даjу одлична слагања
са експерименталним резултатима датим у Kitoh (1991) и Steenberg (1995) за
профиле осредњених брзина, док сви двоjедначински модели даjу лоша пре-
двиђања. Аутори су такође дискутовали проблем погрешног предвиђања знака
турбулентног напона 〈uw〉 свих тестираних турбулентних модела. Као разлог
за то они наводе неадеакватност конститутивне релациjе за компоненту Π13
тензора редистрибуциjе.
Jawarneh and Vatistas (2006) су истраживали ограничено струjање у вихорноj
комори, коришћењем LG модела. Они су показали да у овом случаjу LG модел
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даjе одличне резултате за поља осредњених брзина, као и за пад притиска у
правцу главног струjања и његову радиjалну расподелу.
Escue and Cui (2010) су тестирали напонски LRR модел за случаj вихорног
струjања у цеви са профилом принудног вртлога за обимску брзину. Проблем
jе разматран као осносиметричан, и за верификациjу прорачуна су користили
експерименталне резултате презентоване у Rocklage-Marliani et al. (2003). Оба
модела су дала добре резултате за профиле осредњених брзина и у случаjу
струjања са малим вредностима вихорног броjа, док су неслагања са експери-
менталним резултатима jасно изражена у случаjу jачег интензитета вихора.
1.3 Мотивациjа и циљ истраживања
Како су, као што jе речено на почетку ове Главе, вихорна струjања веома
заступљена у техничкоj пракси, а са друге стране и веома комплексна, њихо-
во проучавање представља увек актуелну тему у истраживањима у механици
флуида. Данашња, модерна истраживања у области механике флуида пред-
стављаjу jедан стални узаjамни однос између три приступа, коjа се међусобно
прожимаjу, а то су: теориjски, експериментални и нумерички, што jе схематски






Слика 1.6. Методологиjа истраживања у савременоj механици флуида - стални међу-
собни (узаjмни) однос теориjског, експерименталног и нумеричког истраживања.
Главни део истраживања у оквиру ове дисертациjе припада нумеричкоj ме-
ханици флуида, мада, као што jе приказано на слици 1.6 она се не може по-
сматрати као изоловано острво, тако да jе jедан део дисертациjе посвећен и
16
Глава 1. Увод
теориjским разматрањима, а у jедном њеном мањем делу даjе су и анализа
експерименталних резултата других аутора.
Нумеричка механика флуида jе добила на значаjу у последњоj децениjи, за-
хваљуjући веома великом развоjу рачунара и брзине коjом они могу да обављаjу
одређене операциjе (прорачуне). Упоредо са развоjем рачунара, развиjали су се
и одговараjући физичко-математички модели и нумерички алгоритми, са ци-
љем што ефикасниjег, а уjедно и што тачниjег прорачуна. У последњоj деце-
ниjи поjавило се доста специjализованих софтвера за нумеричке прорачуне у
механици флуида. Већина тих софтвера jе комерциjалног типа, и за њихово
коришћење jе неопходно платити велику своту новца одговараjућоj компаниjи
коjа га развиjа. Лиценце за коришћење софтвера коjе се при том добиjаjу су
обично ограничене на одрећени броj рачунара или процесора. Са друге стране,
ти софтвери су затвореног типа где корисник бира понуђене опциjе, не знаjући
имплементациjу (код) коjа се иза њих криjе. Као и код свих комерциjалних
компаниjа, главни циљ компаниjа коjе дистрибуираjу и креираjу комерциjал-
ни софтвер jе профит. Са друге стране, са развоjем комерциjалних софтвера и
компаниjа, постоjао jе и постоjи и други принцип у развоjу софтвера, а то jе
принцип базиран на тзв. слободном софтверу (free-software), од кога су касниjе
настали и софтвери отвореног типа (open-source). Покрет слободног софтвера
се базира на етичким принципима у коришћењу софтвера, и дефинише четири
основна принципа у коришћењу софтвера, Stallman (2010):
• Слобода покретања програма, у било коjе сврхе.
• Слобода проучавања рада програма, и слобода прилагођавања истог тако
да извршава рачунарске активности онако како корисник програма жели.
Приступ изворном коду jе предуслов за то.
• Слобода поновне дистрибуциjе копиjа софтвера.
• Слобода дистрибуциjе копиjа измењених верзиjа другима. Радећи то мо-
жете дати целоj заjедници прилику да има корист од ваших измена про-
грама. Oво jе могуће jер jе слободан приступ изворном коду.
Jасно jе да ови принципи директно подстичу истраживачки дух на подручjу
софтверских технологиjа, и са друге стране директно повезуjу истраживаче
и кориснике софтвера, и колико год то некоме звучало утопиjски, развиjаjу
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хуманиjе односе међе људима. Обично су софтвери овог типа бесплатни и могу




У оквиру рада на овоj дисертациjи коришћен jе софтвер за нумеричку меха-
нику флуида (CFD - Computational Fluid Dynamics) отвореног типа под називом
OpenFOAM (Open-source Field Operation and Manipulation). Два су основна раз-
лога за то. Први разлог лежи у претходно наброjаним принципима слободе и
етичности, каква би природно требала да влада у образовним и истраживачким
институциjама као што jе универзитет. Други jе што jе за разумевање принципа
и метода у нумеричкоj механици флуида, и њиховог кодирања у одговараjућем
програмском jезику неопходно да софтвер коjи jе за то намењен буде отво-
реног типа. OpenFOAM jе написан у програмском jезику C++, и суштински
представља велики скуп C++ библиотека коjе су намењене за нумеричке про-
рачуне у механици континуума, Weller et al. (1998). ОpenFOAM je реализован
као софтвер отвореног кода 2004. године и од тада се он константно унапређуjе
од стране научника и истраживача, и данас представља поуздан софтвер за
нумеричкe прорачуне проблема механике флуида. Његова тачност и ефикас-
ност не заостаjе за комерциjалним софтверима чак и у комплексним нестаци-
онарним прорачунима вихорних струjања у турбомашинама, што су показала
истраживања Nilsson (2006), Petit et al. (2008), Muntean et al. (2009) и Petit
(2012). Сходно своjоj
”
open-source“ филозофиjи, OpenFOAM ради на ГНУ/Ли-
нукс (GNU/Linux) оперативном систему, тако да jе само за његово коришћење
неопходно познавати BASH3 окружење у ГНУ/Линукс терминалу, као и многе
друге пратеће софтвере. У оквиру истраживања у овоj дисертациjи коришћена
jе верзиjа OpenFOAM-а коjа се углавном развиjа на водећим светским уни-
верзитетима и институтима коjи се баве истраживањама у овласти нумеричке
механике флуида. Та верзиjа jе означена са OpenFOAM-1.6-ext4.
Рад на овоj дисертациjи ниjе само подразумевао нумеричке прорачуне ви-
хорних струjања, jер jе пре тог великог корака било неопходно начинити велики
броj (условно) малих корака у разумевању саме физике струjања и физичко-
математичких модела коjи га описуjу, затим саме структуре ОpenFOAM-а и на-





да се испрограмираjу нове апликациjе у ОpenFOAM-у, као и да се имплементи-
ра турбулентни напонски модел коjи jе коришћен за прорачун осносиметричног
вихорног струjања у Глави 5.
Разумевање структуре OpenFOAM-a, и отклањање разних недоумица би би-
ло готово немогуће без директне и индиректне помоћи OpenFOAM заjеднице5,
као и веома корисних материjала коjи се тичу OpenFOAM-а доступних на ин-
тернету, посебно са Чалмерс Универзитета (Chalmers University), Шведска6, као
и доступних материjала са OpenFOAM радионицa 7. Свима коjи су учествовали
у њиховом креирању, веома сам захвалан.
1.4 Структура дисертациjе
Након уводне Главе, у коjоj су дате основне физичке карактеристике ви-
хорних струjања, као и преглед литературе коjи се тиче њихових нумеричких
истраживања, у Главама 2 и 3 се даjу теориjска разматрања коjа се тичу ос-
новних jедначина механике континуума и физичко-математичком моделирању
турбулентних струjања. У четвртоj Глави се обjашњава метода коначних за-
премина, као и начин њене имплементациjе у OpenFOAM-у. У петоj Глави се
разматра стационарно, осносиметрично вихорно струjање у правоj кружноj це-
ви, и на том примеру се тестираjу разни турбулентни модели. У шестоj Глави
се разматра вихорно струjање у цеви иза кола аксиjалног вентилатора. У тим
прорачунима вентилатор, као генератор вихора, се такође моделира, и то на
два начина. У првом случаjу, моделом
”
замрзнутог ротора“, у коме се у делу
прорачунског домена у коме се налази вентилатор решаваjу jедначине кретања
у ротираjућем координатном систему. У другом приступу његово кретање мо-
делира стварним померањем нумеричке мреже у делу прорачунског домена у





Mathematics is the language in which God has written
the universe.
(Jезик коjим Бог описуjе свемир jе математика.)
Galieo Galilei (1564 - 1642)
2
Основни закони и основне
jедначине механике флуида
Основни постулат у механици флуида jе претпоставка о непрекидности сре-
дине, тj. претпоставка да су карактеристичне временске и дужинске размере
много веће од размера карактеристичних за саму структуру материjе, тj. раз-
мера на нивоу молекула. Стога jе могуће сваку макроскопску физичку величину
описати као непрекидну функциjу просторних координата и времена.
Механика флуида, тj. механика континуума се базира на фундаменталним
принципима, тj. основним законима одржања одговараjућих, карактеристичних
физичких величина. To су:
• закон одржања масе
• закон промене количине кретања
• закон одржања енергиjе
• принцип ентропиjе
За масу и енергиjу ови принципи важе само за укупну масу и за укупну енер-
гиjу материjалног система у контролном простору. Тако jе, на пример, прин-
цип одржања масе у случаjу хемиjских реакциjа у контролном простору односи
на укупну масу, а не на поjединачну масу компоненти. У случаjу енергиjе, у
механици континуума jе уобичаjена подела на механичку и унутрашњу. Проце-
сом дисипациjе механичка енергиjа се претвара (трансформише) у унутрашњу
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- jедна се продукуjе, друга се губи, али укупна енергиjа (њихова сума) остаjе
очувана. Закон о промени количине кретања представља други Њутнов закон
кретања непрекидне средине (континуума). Ентропиjа се, као и маса, импулс
и енергиjа такође покорава одређеним билансним jедначинама дефинисаним за
контролни простор, само се у њеном случаjу увек поjављуjе тзв. изворски члан
коjи описуjе њену продукциjу. Величине коjе остаjу очуване карактеришу се
тиме, да њихов баланс показуjе да не постоjе њихови извори и понори, коjи
би их на било коjи начин мењали. Формирањем баланса за поjедине физичке
величине настаjу математичке jедначине, чиjом се применом одређуjу тражене
(непознате) величине. У принципу, са сваком новом jедначином може се одре-
дити следећа непозната величина. Баланси се при томе могу тако интерпрети-
рати, да се улазне (унете) и излазне (изнете) величине на фиксним граница-
ма контролног простора
”
региструjу“ унутар контролног простора. Принципи
одржања (конзервациjе) масе, импулса и енергиjе могу да се формулишу како
за материjалну запремину Vm тако и за запремину V фиксну (непокретну) у
простору. Како размере ових области (домена) могу да буду или коначне, или
инфинитезималне (елементарне), основне jедначине механике флуида се изводе
у интегралном или диференциjалном облику. Природни концепт у оквиру мо-
дела континуума jе материjална запремина за коjу се изводе: (а) одржање масе
- jедначина континуитета; (б) баланс количине кретања (други Њутнов закон) -
jедначина количине кретања и (в) баланс енергиjе - jедначина енергиjе. Приме-
ном материjалног извода и Реjнолдс - Лаjбницове теореме преноса повезуjу се
материjална и контролна запремина, док теорема Гауса - Остроградског омо-
гућуjе извођење диференциjалних jедначина из њиховог интегралног облика.
Различите методе извођења основних jедначина приказане су на слици 2.1.
Aко се jедначине баланса постављаjу за коначно велике фиксиране домене
простора, онда се непосредно из њих не могу добити искази о тачном пона-
шању у унутрашњости овог контролног простора, тj. запремине. Ово се ипак
постиже, када се та коначна контролна запремина у мислима раздели на инифи-
нитезимално мале домене простора, за коjе важе баланси физичких величина.
На оваj начин се могу основне jедначине механике флуида извести непосредно
у облику диференциjалних jедначина, коjе омогућуjу одређивање тражених ве-
личина у укупном посмaтраном струjном пољу, тj. у свакоj тачки простора као
величине поља. Интеграљење диференциjалних jедначина у општем случаjу jе
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Слика 2.1. Шематски приказ методологиjе извођења основних jедначина механике
флуида.
веома отежано, некада и немогуће, изузимаjући посебне jедноставне случаjеве.
У овом смислу jе са балансом за коначну контролну запремину често повезано
формирање модела, тj. моделирање физичких процеса, као што су, на пример,
претпоставке модела осносиметричног или пак jеднодимензиjског струjања, коjе
су за стварно (реално) струjање само приближно испуњене. Потпун и коректан
баланс за коначни контролни простор се добиjа интеграљењем диференциjал-
них jедначина за посматрану контролну запремину, што jе и основни принцип
такозване методе коначних запремина коjа се користи у нумеричкоj механици
флуида.
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2.1 Диференциjални облици основних jедначинa
механике флуида (континуума)
Полазећи од основних принципа и фундаменталних закона изложених у уво-
ду ове главе, долази се до диференциjалних облика основних jедначина кретања




+∇ · (ρU) = 0 (2.1)
где jе ρ густина, а U вектор брзине;
• Jедначина количине кретања
∂ (ρU)
∂t
+∇ · (ρUU) = ρf +∇ · σ (2.2)
где jе f вектор jединичне масене силе, а σ тензор напона коjим се опи-
суjе стање напона у флуиду, и коjи репрезентуjе површинске силе. Тензор
напона се може претставити као сума изотропног тензора коjи одговара
силама (термодинамичког) притиска и тензора вискозних напона, тj.
σ = −p I + τ, (2.3)
где jе I jединични тензор. Заменом jедначине (2.3) у jедначину (2.1),
добиjа се алтернативни облик jедначине количине кретања,
∂ (ρU)
∂t
+∇ · (ρUU) = ρf −∇p+∇ · τ. (2.4)
• Jедначина енергиjе.
Као што jе већ речено на почетку ове Главе, под поjмом енергиjа у класич-
ноj механици флуида обично се подразумева збир кинетичке и унутрашње
енергиjе. Кинетичка енергиjа флуида настаjе као последица макроскоп-
ског кретања флуида, док jе унутрашња енергиjа повезана са хаотичним
23
Глава 2. Основни закони и основне jедначине механике флуида
кретањима молекула флуида. Та кретања молекула се макроскопски пред-
стављаjу преко одговараjућих физичких своjстава и величина као што су
специфична топлота и температура. При струjању флуида промена унут-
рашње енергиjе jе спрегнута са променама како кинетичке, тако и укупне
енергиjе, jер при кретању флуида и масене и површинске силе врше рад,
али се при томе може и топлота размењивати са околином. Услед свих
ових феномена и кинетичка и потенциjална енергиjа се могу мењати, али
основни постулат или принцип енергиjе мора бити увек задовољен: енер-
гиjа не може бити створена нити уништена; она само може мењати своj
облик. Примењуjући таj основни принцип на неку материjалну запреми-
ну флуида, као и одговараjуће теореме на добиjену интегралну jедначину,






















= ρf · U +∇ · (σ · U)
−∇ · qA + ρq˙V (2.5)
где су: e - jединична унутрашња енергиjа, 1
2
|U |2 - jединична кинетичка
енергиjа, qA [W/m
2] - вектор топлотног флукса, коjи jе директно повезан
са количином топлоте коjа се у jединици времена преко контролне површи
предаjе флуиду у контролном простору (запремини), q˙V [W/kg] - извор
топлоте унутар контролне запремине.
Jедначина кинетичке енергиjе се изводи из jедначине количине кретања,
















= ρf · U +∇ · (σ · U)− σ : (∇U) (2.6)




+∇ · (ρeU) = −∇ · q + ρq˙V + σ : (∇U) (2.7)
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Ако се искористи релациjа (2.3), добиjаjу се алтернативни облици jедна-
чина кинетичке и унутрашње енергиjе, у коjима се укупна снага површин-
















= ρf · U − (∇p) · U
+∇ · (τ · U)− τ : (∇U), (2.8)
∂(ρe)
∂t
+∇ · (ρeU) = −∇ · q + ρq˙V − p∇ · U + τ : (∇U). (2.9)
Величина Φ = τ : (∇U) се назива вискозна дисипациjа, и она jе увек пози-
тивна, тj. Φ > 0. Њоме су описани сложени ефекти дисипациjе кинетичке
(механичке) енергиjе, коjи настаjу сложеним деjством поља вискозних на-
пона и деформациjе. Она се се у jедначини кинетичке енергиjе поjављуjе
са предзнаком минус, док се у jедначини унутрашње енергиjе поjављуjе са
предзнаком плус. Дакле, вискозна дисипациjа представља део кинетичке
енергиjе коjи се неповратно трансформише у унутрашњу енергиjу, тj. део
механичке енергиjе коjи директно утиче на повећање унутрашње енергиjе.
• Баланс ентропиjе
Користећи Гибсову релациjу Tds = de − p
ρ2
dρ, и jедначину унутрашње















− qA · ∇T
T 2︸ ︷︷ ︸
2
(2.10)
1 укупна количина топлоте по jединици запремине коjа се преда (у том
случаjу она jе позитивна), или пак коjу флуид преда (у том случаjу
она jе негативна)
2 како jе увек qA ·∇T < 0 (вектор топлотног флукса и вектор градиjен-
та температуре увек граде туп угао); како jе и дисипациjа увек пози-
тивна, оваj члан jе увек позитиван. Њиме се описуjе иреверзибилно
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увећање ентропиjе услед вискозне дисипациjе и довођења/одвођења
топлоте.











Знак jеднакости одговара иреверзибилним или неповратним процесима,
коjи у суштини не постоjе у природи, већ представљаjу мањи или већи
степен идеализациjе процеса.
2.2 Основне jедначине за њутновски флуид
Основне jедначине кретања непрекидне средине (2.1), (2.2) и (2.5) чине неза-
творен систем jедначина, и у циљу њиховог затварања, неопходно jе дефинисати
одговараjуће конститутивне релациjе. Оне зависе од физичких особина непре-
кидне средине, и са аспекта механике флуида наjзначаjниjа jе веза између стања
напона и стања деформациjе. Тако jе у случаjу њутновског флуида та веза де-
финисана следећом релациjом
σ = −p I + η
[









где jе η динамичка вискозност флуида. Поред везе између стања напона и стања
деформациjе, потребно jе дефинисати и одговараjуће термодинамичке релациjе,
тj. jедначину стања ρ = ρ(p, T ), релациjе за унутрашњу енергиjу e = e(p, T ) као
и релациjу за вектор топлотног флукса. Он се обично дефинише Фуриjеовим
законом провођења топлоте као qA = −λ∇T , где jе λ топлотна проводљивост
флуида.
Са овако дефинисаним конститутивним релациjама систем jедначина (2.1),
(2.2) и (2.5) jе затворен, и оне заjедно чине затворен систем парциjалних ди-
ференциjалних jедначина коjе описуjе кретање њутновског флуида, као и све
процесе трансформациjе енергиjе коjи се при том кретању одвиjаjу.
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+∇ · (ρU) = 0 (2.13)
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У случаjу да се ефекти стишљивости и размене топлоте могу занемарити у
односу на остале ефекте, jедначине се знатно поjедностављуjу. За такав њутнов-
ски флуид се може сматрати да су његове физичке карактеристике константне,
ρ = const, η = const и λ → ∞. Jедначина енергиjе ниjе неопходна у анализи
таквих струjања, већ су довољне jедначина континуитета и jедначина количине
кретања, из коjих се одређуjу непознато скаларно поље притиска и векторско
поље брзине. Те jедначине су облика
∇ · U = 0
∂U
∂t
+∇ · (UU) = f −∇p∗ + ν∇2U, (2.19)
где jе ν кинематичка вискозност, а p∗ = p/ρ кинематички притисак. У наjвећем
броjу случаjева струjања флуид jе изложен деjству поља конзервативних ма-
сених сила1 коjе се могу изразити преко потенциjала φf као f = −∇φf , па
се утицаj масених сила може обухватити и преко генералисаног кинематичког
притиска P ∗ = p∗ + Φf . Због jедноставниjег означавања у даљем току текста,
на овом месту се дефинише ознака p за генералисани кинематички притисак,
тj. P ∗ ≡ P , и у даљем току текста, под поjмом притисак се подразумева ге-
нералисани кинематички притисак. Имаjући претходно речено у виду, систем
jедначина (2.19) се своди на следећи облик
∇ · U = 0
∂U
∂t
+∇ · (UU) = −∇P + ν∇2U. (2.20)
Струjања флуида, коjа се разматраjу у оквиру ове дисертациjе, спадаjу у ову
класу струjања (изотермска струjања нестишљивог њутновског флуида у пољу
силе Земљине теже), па се посматрано са математичког становишта проблем
своди на решавање система jедначина (2.20). Оваj систем jедначина jе познат
већ више од 150 година, али jош увек ниjе доказано да ли, уз задате почетне
1Обично jе то сила гравитациjе, односно f = g. Ова сила се може изразити и преко свог
потенциjала, као g = ∇φg, где jе обично φg = ±gxi. Координата xi je вертикална координата
усмерена вертикално навише или вертикално наниже.
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и граничне услове, његово решење уопште постоjи и да ли jе оно jединстве-
но. Извођење тог доказа jе jедан од седам нерешених класичних математичких
проблема, за чиjим се решењима трага последњих неколико стотина година.2
Са аспекта физике и физичких процеса, Навиjе-Стоксовим jедначинама jе опи-
сана турбуленциjа, хаотично и непредвидиво кретање флуида, у коме су при-
сутне сложене вртложне структуре. Просторно-временске размере тих вртлога
имаjу веома широк опсег. Тако се просторне размерe крећу од димензиjа микро-
вртлога, коjи одговараjу размерама Колмогорова, па до карактеристичних ду-
жинских размера датог струjања, док се временске размере могу кретати од
делова микросекунди до неколико десетина секунди. Са повећањем Реjлдсовог
броjа, димензиjе микро-вртлога се смањуjу a таj просторно-временски опсег се
такоће повећава.3 Гледано са аспекта механике континуума, поље сваке физичке
величине, а то се посебно односи на брзинско поље, се нерегуларно и хаотично
мења и у времену и у свакоj тачки простора. Те чињенице природно намећу
математичку статистику као jедан од могућих начина истраживања феномена
турбуленциjе. Тако се у већини случаjева истраживања турбуленциjе, уместо
полазних Навиjе-Стоксових jедначина, користе jедначине добиjене применом
одговараjућих статистичких операциjа над њима, тj. одговараjућим осредња-
вањем по времену, по ансамблу или њиховим осредњавањем по просторним
координатама. Те теме се обрађуjу у Поглављима коjи следе.
2Та листа проблема jе састављена од стране математичког института Клеj (Clay
Mathematical Institute - http://www.clay.org) почетком овог милениjума, и за решење сваког
од њих Институт jе понудио и нуди по милион долара. Многи признати научници сматраjу
да су ти проблеми нерешиви, тj. да доказе ниjе могуће извести. Међутим, руски математичар
Григори Пелерман je 2006. године доказао Поанкареову хипотезу у тродимензионалном про-
стору, до тада jедан од наjизазовниjих проблема у топологиjи. Oно што jе занимљиво jе да
таj доказ ниjе обjавио у научном часопису, већ на интернету, а награде и признања за то до-
стигнуће jе одбио, jер по његовим речима он потпуно разуме како Универзум функционише,
и у том светлу све остало делуjе потпуно безначаjно, а посебно материjалне ствари.
3То jе jедан од разлога зашто jе директно нумеричко решавање Навиjе-Стоксових jедначи-
на могуће само у случаjу релативно малих вредности Реjнолдсовових броjа, и у jедноставним
геометриjама. Чак и тада, нумеричка мрежа мора бити веома густа, jер њене прорачунске
ћелиjе мораjу мање од димензиjа микро-вртлога, а такође и временски корак довољно мали
да би се промене брзине у времену могле предвидети са одговараjућом тачношћу.
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I am an old man now, and when I die and go to Heaven
there are two matters on which I hope for enlightement.
One is quantum electrodynamics and the other is the
turbulent motion of fluids.
Horace Lamb (1849 - 1934) 3
Физичко-математичко моделирање
турбулентних струjања
3.1 Феноменолошки опис турбуленциjе
Прецизну дефинициjу турбуленциjе ниjе могуће дати, али jе свакако могуће
дефинисати њене основне карактеристике, Tennekes (1972), Hinze (1975), Pope
(2006), Davidson (2004).
1. Нерегуларност. Турбулентна струjања су нерегуларна, случаjна и хао-
тична. Структура струjања jе таква да су у њему присутни вртлози раз-
личитих димензиjа. Под поjмом турбулентног вртлога се подразумева од-
ређена кохерентна структура коjа се jавља у одређеном делу простора и
коjа постоjи у одређеном временском интервалу. За турбулентни вртлог
се може дефинисати карактеристичне размере дужине, брзине и времена.
2. Турбулентна дифузиjа. У турбулентним струjањима дифузиjа jе знат-
но изражениjа него у случаjу ламинарних струjања. Она jе последица до-
датног преноса количине кретања и кинетичке енергиjе хаотичним брзин-
ским пољем.
3. Велике вредности Реjнолдсових броjева. Турбулентна струjања се
карактеришу релативно великим вредностима Re броjа, односно знат-
но већим односом инерциjалних и вискозних сила. Турбуленциjа настаjе
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и одржава се jедино у смицаjним струjањима. Градиjенти брзине коjи
су присутни у тим струjањима представљаjу извор енергиjе за повећање
нестабилности струjања изазваних инициjалним, малим пертурбациjама,
коjа се сложеним механизмима трансформише у велике вртложне струк-
туре.
4. Тродимензионалност и нестационарност. Турбулентна струjања су
увек тродимензионална и нестационарна.
5. Каскадни процеси преноса кинетичке енергиjе турбуленциjе и
дисипативност. У случаjу смицаjних струjања, извори кинетичке енер-
гиjе наjвећих турбулентних вртлога су градиjенти брзине у главном току.
Ти макровртлози се након одређеног времена (временска размера вртло-
га) трансформишу у мање вртлоге коjима предаjу своjу енергиjу, ови се
затим трансформишу у jош мање, и тако све до веома малих размера и
микровртлога (размере Колмогорова) на коjима се та енергиjа вискозним
дисипативним ефектима трансформише у унутрашњу енергиjу. Оваj про-
цес преноса енергиjе се назива каскадни процес преноса енергиjе. До ових
закључака jе први дошао Луис Фраj Ричардсон (Lewis Fry Richardson),
чувени енглески математичар и физичар и зачетник коришћења нуме-
ричких метода у за решавање парциjалних диференциjалних jедначина у
механици флуида.1 Његова реченица
”
Велики вртлози имаjу мале вртло-
ге, коjи се хране њиховом брзином; И мали вртлози имаjу jош мање, и
тако све до вискозности (на молекуларном нивоу) -Big whorls have little
whorls, which feed on their velocity; And little whorls have lesser whorls, and
so on to viscosity (in molecular sense)“ jе jедна од наjцитираниjих реченица
у литератури везаноj за турбуленциjу, а графика Леонарда да Винчиjа
приказана на слици 3.1 jе jедан од наjчувениjих приказа турбуленциjе.
1Ричардсон (1881-1953) jе jедно од наjпознатиjих имена геофизике и метеорологиjе. Он jе
први, почетком двадесетог века, нумерички решавао парциjалне диференциjалне jедначине
коjи описуjу кретања ваздуха у Земљиноj атмосфери. Оно што гледано из данашње перспек-
тиве делуjе незамисливо jе чињеница да jе у своjим нумеричким прорачунима користио само
папир и оловку. Касниjе анализе су показале да су резултати коjе jе том приликом добио били
без иjедне грешке. Cвоjом књигом
”
Предвиђање времена нумеричким процесом“, Richardson
(1922), jе успоставио темеље примене нумеричких метода у решавању jедначина коjе опи-
суjу динамику Земљине атмосфере. Почетком другог светског рата Ричардсон у потпуности
престао са истраживањима у облати метеорологиjе и своj фокус преместио на рационално
откривање и искорењивање узрока сукоба у човечанству, кaо повода за започињање ратова.
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Слика 3.1. Чувена скица
”
Студиja истицања воде“ Леонарда да Винчиjа (1452-
1519) у коjоj се виде вртлози разних размера. Преузето са интернет адресе
http://www.drawingsofleonardo.org.
6. Карактеристичне размере турбуленциjе. Карактеристичнe димен-
зиje наjвећих вртлога могу бити реда величине карактеристичних дужина
самог струjања (за струjање у млазу то би била ширина млаза, за струjање
у цевима реда величине 20% пречника, итд.) и за њих се хипотетички мо-
же рећи да jе њихова дужинска размера l0 и карактеристична брзина v0.
Временска размера ових вртлога jе реда величине l0/v0. Као што jе већ
речено, кинетичка енергиjа ових вртлога се ствара у главном току, и она
се даље преноси вртлозима мањих димензиjа, карактеристичних размера
l1, v1, t1, l2, v2, t2, све до размера наjмањих, микровртлога, чиjе се карак-
теристичне размере означаваjу са lη, vη и τη. Карактеристичне размере
микровртлога се називаjу и размере Колмогорова, jер jе њих први дефи-
нисао руски математичар Андреj Колмогоров, jош jедно велико име не
само у свету турбуленциjе већ и у свету математике, и науке уопште. На
основу физичко-теориjских разматрања, и поступком димензиjске анали-













где су ν кинематичка вискозност, а ε jе вискозна дисипациjа кинетичке
енергиjе турбуленциjе по jединици масе и у jединици времена (ε [m2/s3]).
Наравно, вискозне силе постоjе на свим размерама вртлога, тако да jе ки-
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димензиjа, нешто већа од енергиjе коjу он преда вртлогу мањих димен-
зиjа. Међутим, наjвећи део кинетичке енергиjе турбуленциjе (реда вели-








Ток кинетичке енергиjе турбуленциjе
Слика 3.2. Шематски приказ каскадног процеса преноса кинетичке енергиjе турбу-
ленциjе.
У чувеном раду Kolmogorov (1941) се по први пут теориjски образлаже ин-
теракциjа између турбулентних вртлога различитих димензиjа, тj. дужинских
размера. Таj рад jе сигурно jедан он значаjних радова у теориjи турбуленциjе,
и теориjски резултати приказани у том раду показуjу да jе у случаjу изотропне
турбуленциjе2 кинетичка енергиjа турбуленциjе зависи само од њене дисипаци-
jе у jединици времена. Другим речима, ако jе дужинска размера макровртлога
у коjима се кинетичка енергиjа турбуленциjе ствара много већа од дужинских
размера микровртлога, онда ће карактер турбуленциjе бити независан и од на-
чина како од начина на коjи се кинетичка енергиjа турбуленциjе ствара, тако и
од вискозности флуида. Колмогоровљева теориjска разматрања су и експери-
метантално потврђена у разним класама турбулентних струjања, од струjања
у атмосфери до струjања у турбулентним млазевима. Ово jе такозвани Кол-
могоровљев закон пет-трећина, и у спектру кинетичке енергиjе турбуленциjе
приказаном у логаритамскоj размери он jе представљен правом линиjом, слика
3.3. Та законитост jе дефинисана изразом
E(κ) = Ck ε
2/3κ−5/3, (3.2)
2Изотропна турбуленциjа jе специjалан случаj турбуленциjе у коме су турбулентне струк-
туре независне од ротациjе координатног система, тj. у коjоj не постоjи неки главни правац.
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где jе Ck универзална константа, чиjа се вредност одређуjе експериментално,a





















Слика 3.3. Спектар кинетичке енергиjе турбуленциjе.
У спектру кинетичке енергиjе турбуленциjе приказаном на слици 3.3, раз-
ликуjе се неколико карактеристичних области:
• Прву област, коjа одговара малим вредностима таласног броjа, чине енер-
гетске или интегралне размере. Таласни броj коjи карактерише ову област
jе κi. На овим размерама постоjе траjни вртлози, и на њима се се кине-
тичка енергиjа турбуленциjе перманентно ствара, као део енергиjе коjи се
предаjе од главног тока.
• Друга област се назива инерциjална подобласт и она се карактерише Кол-
могоровљевим законом пет-трећина; механизам стварања турбуленциjе у
овоj области не утиче на њену структуру, тако да jе у овоj области она
универзална. У њоj jе доминантан утицаj инерциjалних сила, док jе ути-
цаj вискозности занемарљив, тако практично нема дисипациjе кинетичке
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• Трећа, и последња област спектра се назива дисипативна подобласт. Раз-
мере вртлога у овоj области су реда величине Колмогорових микрораз-
мера, jдн. (3.1), и мање, тако да jе њихов карактеристични таласни броj
κd ∝ (ε/ν3)1/4. При овим вредностима таласног броjа, вискозни ефекти су
доминантни. На самом краjу спектралне криве jе нагли, готово експонен-
циjални пад енергетског спектра у коме jе садржан главни део кинетичке
енергиjе коjи се дисипира у унутрашњу енергиjу. Дисипативна и инерци-
jална подобласт заjедно чине такозвану универзалну равнотежну област.
Међутим, као и све остало у случаjу турбуленциjе, и спектар приказан на
слици 3.3, иако широко распрострањен, ниjе универзалан. Ако су на пример
размере макровртлога релативно близу размерама микровтрлога, инерциjална
подобласт неће ни постоjати. Такође, поjава интермитенциjе и других нестацио-
нарних феномена може знатно модификовати енергетски спектар у инерциjал-
ноj подобласти, Davidson (2004).
Процес трансформациjе кинетичке енергиjе главног тока у кинетичку енер-
гиjу турбуленциjе се генерално може одвиjати на два начина. Ова два начина
се практично односе на две класе струjања - слободна смицаjна струjања (ме-
шаjући слоjеви, турбулентни млазеви, вртложни трагови) и струjања у прису-
ству чврстих контура или граница (унутрашња струjања - струjања у цевима,
каналима, итд.). У првом случаjу, профил осредњене брзине има превоjну тачку,
што jе узрок нестабилности струjања и стварања тубуленциjе. Утицаj вискоз-
ности у том процесу jе практично занемарљив, и он се може моделирати као
невискозан Bayly et al. (1988). Такве врсте нестабилности генерално еволуираjу
у велике квази дво-димензиjске вртлоге путем Келвин-Хелмолчевих таласа у
мешаjућим слоjевима или пак путем Карманових вртлога у вртложном трагу.
Како су ти вртлози дводимензиjске структуре, а процес невискозан, саглас-
но Хелмхолчевим теоремама, интензитет вртлога се у струjном пољу одржава,
па се често дешава да они формираjу и велике вртложне структуре3. Са дру-
ге стране, истовремено те велике структуре се распадаjу (али се истовремено
3У случаjу дводимензиjских струjања издуживање и скраћивање вртложних влакана нема
утицаjа на динамику вртложности, jер су векторска поља вртложности и брзине међусобно
ортогонална. Анализа Хелмхолчеве jедначине вртложности показуjе да се, у случаjу вискоз-
ног флуида, вртложност понаша као
”
пасивни скалар“ тj. она не утиче на брзинско поље. У
случаjу да jе флуид невискозан, вртложна влакна не могу започети нити се завршити унутар
посматраног флуида.
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ствараjу и нове, енергиjом главног тока) на мање вртлоге кроз процесе кас-
кадног преноса енергиjе. Свакако, наjважниjа карактеристика слободних сми-
цаjних струjања jе да су вртлози наjвећих дужинских размера истовремено и
вртлози са наjвећом кинетичком енергиjом, тако да се у овоj класи структура
струjања покорова Колмогоровљевом закону.
У случаjу струjања у присуству чврстих, непокретних и непропусних конту-
ра, са друге стране повећање нестабилности струjања и стварање турбуленциjе
се не може моделирати невискозним процесом. Чињеница да jе на чврстоj кон-
тури брзина jеднака нули, намеће физички услов да су вртлози коjи садрже
наjвише енериjе у њеноj непосредноj близини, jер jе градиjент осредњене бр-
зине ту наjвећи. Димензиjе тих вртлога су у поређењу са вртлозима са наjвећом
енергиjом у случаjу слободних смицаjних струjања веома мале, па у овом слу-
чаjу практично инерциjална подобласт не може да се развиjе.
У случаjу вихорног струjања у цеви вртлози носиоци енергиjе се не налазе
у зони зида, већ у зони око jезгра цеви.
3.2 Реjнолдсова статистика и Реjнолдсове jедна-
чине
Применом Реjнолдсове статистике, свака физичка величина (у случаjу нести-
шљивог флуида, свака компонента брзине и притисак) се представља као збир
осредњене или просечне вредности и флуктуациjе те физичке величине, тj.
F = 〈F 〉+ f, (3.3)
где jе 〈F 〉 осредњена вредност физичке величине, а f њена флуктуациjа око
те средње вредности. Осредњене вредности физичких величина се у Реjнолдсо-
воj статистици дефинишу на два суштински различита начина, али jе коначна
форма осредњених Навиjе-Стоксових jедначина идентична у оба случаjа.
• Временски осредњене вредности. Временско осредњавање има смис-
ла дефинисати у случаjу статистички стационарне турбуленциjе, код
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〈F 〉
F
t0 t0 + T t
f
〈F 〉 - осредњено у времену





Слика 3.4. Карактеристичнo временско осредњавање за статистички стационарну и
осредњавање по ансамблу за статистички нестационарну турбуленциjу.
коjе се статистички параметри не мењаjу у току времена. Типичан сиг-
нал брзине у случаjу статистички стационарне турбуленциjе jе приказан
на слици 3.4. Временски осредњенa вредност неке физичке величине се
прецизно математички дефинише следећим изразом







F (x, t) dt
]
. (3.4)
Наравно, период осредњавања не може бити бесконачно велики у неким
практичним прорачунима, или пак анализи експерименталних резултата,
па се у том светлу временски осредњена вредност дефинише као




F (x, t) dt. (3.5)
При дефинисању временски осредњене вредности jедначином (3.5), ду-
жина интервала осредњавања игра кључну улогу. Његова вредност мора
бити довољно великa да обухвата све амплитудно-фреквентне карактери-
стике случаjне величине F , и такође да се за свако t0 (слика 3.4) добиjе
иста вредност 〈F 〉. Оно што jе важно напоменути jе да се временским
осредњавањем добиjаjу физичке величине коjе зависе само од просторних
координата, не и од времена. У случаjу када у струjном пољу постоjе про-
мене физичких величина у времену чиjе су временске размере много веће
од временских размера турбуленциjе, као што jе на пример периодично
одваjање вртлога при опструjавању тела, временским осредњавањем би се
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изгубиле информациjе о тим променама, те jе стога у таквим проблемима
неопходно користити осредњавање по ансамблу.
• Осредњавање по ансамблу. Овде се хипотетички посматра N екпери-
мената коjи се изводе под идентичним условима. У сваком експерименту се
мери величина F у одређеном временском интервалу. Вредност величине
F осредњене по ансамблу се дефинише као




F (k)(x, t), (3.6)
где jе F (k) величина измерена у k-том експерименту. При оваквом осредња-
вању, за разлику од временског осредњавања, добиjена осредњена вред-
ност jе такође функциjа времена. На слици 3.4 jе приказана вредност ве-
личине F осредњене по ансамблу, за случаj статистички нестационарне
турбуленциjе, као и њена вредност осредњена у времену. У случаjу ста-
тистички стационарне турбуленциjе осредњавање по ансамблу и осредња-
вање по времену даjе исти резултат.
Временским осредњавањем jедначине континутиета и Навиjе-Стоксове jед-
начине, (2.20), добиjаjу се следеће jедначине за стационарно струjање нести-
шљивог флуида
∇ · 〈U〉 = 0 (3.7)
∇ · [〈U〉 ⊗ 〈U〉] = −∇〈P 〉+∇ · [ν∇〈U〉 − 〈u⊗ u〉] , (3.8)
док се у случаjу њиховог осредњавања по ансамблу добиjаjу по своjоj форми
идентичне jедначине, уз додатак нестационарног члана у jедначини количине
кретања,
∇ · 〈U〉 = 0 (3.9)
∂〈U〉
∂t
+∇ · [〈U〉 ⊗ 〈U〉] = −∇〈P 〉+∇ · [ν∇〈U〉 − 〈u⊗ u〉] . (3.10)
Величина R = 〈u⊗ u〉 коjи се у jедначинама (3.8) и (3.10) представља тензор
турбулентних (Реjнолдсових) напона, и он се jавља као последица осредњавања
38
Глава 3. Физичко-математичко моделирање турбулентних струjања
нелинеарног конвективног члана. Тензор турбулентних напона jе симетричан
тензор другог реда, и он jе одређен са своjих шест компоненти - три нормал-
на и три турбулентна смицаjна напона. Суштински, турбулентни напони имаjу
потпуно друго физичко тумачење у односу на вискозне напоне. За разлику од
вискозних напона коjи су последица кретања молекула флуида, коjа се преко
вискозности као физичког своjства флуида манифестуjу на макро-нивоу, тур-
булентни напони представљаjу додатни флукс количине кретања изазван флук-
туациjама брзине, тj. кретањима флуида на макронивоу. Међутим, формално
математички турбулентни напон се може груписати заjедно са вискозним напо-
нима, те се често у случаjу турбулентних струjања дефинише и укупни напон,
дефинисан релациjом
T = ν






[∇〈U〉+ (∇〈U〉)T ] осредњени тензор брзине деформисања. Си-
стем jедначина (3.7)-(3.8), тj. (3.9)-(3.10) je у литератури познат као Реjнолдсове
jедначине или осредњене Навиjе-Стоксове jедначине (RANS - Reynolds Averaged
Navier Stokes). Главна каратеристика овог система jедначинa jе да jе он незатво-
рен, jер се у односу на полазну Навиjе-Стоксову jедначину jавља нова, непозна-
та величина - тензор турбулентних напона. Дакле, на располагању jе систем од
четири скаларне jедначине, док jе броj непознатих величина у њима десет - три
компоненте осредњене брзине, осредњени притисак и шест компоненти тензо-
ра турбулентних напона. Допунске jедначине биланса (преноса) турбулентних
напона jе могуће извести користећи jедначине (3.10) и (2.20) и одговараjуће
трансформациjе.4 Као резултат се добиjа следећа jедначина:
∂ R
∂t
+∇ · [〈U〉 ⊗ R] = − [R · ∇U + (R · ∇U)T ] − 2ν 〈(∇u)T · (∇u)〉 .





4Прво се, одузимањем jедначине (3.10) од jедначине (2.20) налази jедначина преноса за
флуктуационо векторско поље брзине. Затим се добиjена jедначина диадно множи са векто-
ром u, и потом сабира са своjом транспонованом jедначином. Коначно, над тако добиjеном
jедначином се врши осредњавање по времену, тj. по ансамблу.
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У jедначини (3.11) су поjављуjу нове непознате величине, па jе систем jедначина
(3.9), (3.10), (3.11) такође незатворен. Даљим трансформациjама jе могуће наћи
транспортну jедначину за корелациjу трећег реда 〈u⊗ u⊗ u〉, али ће се у тоj
jедначини поjавити нове непознате величине (корелациjе четвртог реда).
Слична ситуациjа jе већ сретана у оквиру Поглавља 2.1, где jе за затва-
рање система jедначина (2.1)-(2.5) било неопходно дефинисати одговараjуће
конститутивне релациjе. Међутим, у том случаjу су конститутивне релациjе
биле директно повезане са физичким своjствима флуида, док jе турбуленци-
jа карактеристика струjања па jе из тог разлога проналажење одговараjућих
конститутивних релациjа коjе затвараjу jедначине (3.10) или (3.11) знатно ком-
пликованиjе. Трагање тим конститутивним релациjама коjима се Реjнолдсове
jедначине затвараjу jе у литератури познато под именом моделирање турбулен-
циjе.
3.3 Турбулентни модели базирани на концепту
турбулентне вискозности
Полазна хипотеза у већини стандардних турбулентних модела jе Бусинеско-
ва хипотеза, коjа се базира на аналогиjи са молекуларним преносом количине
кретања, тако да се турбулентни напони повезуjу са осредњеним пољем дефор-
мациjе преко турбулентне вискозности νt, тj.
R = −2νtS + 1
3
tr(R) I = −2νtS + 2
3
k I, (3.12)






кинетичка енергиjа турбуленциjе. Члан 2
3
k I jе неопходно
додати на десну страну jедначине (3.12) jер jе tr(S) = ∇ · U = 0. Ако се Буси-
нескова хипотеза замени у jедначину (3.10), добиjа се jедначина
∂〈U〉
∂t













+∇ · [(ν + νt)∇〈U〉] , (3.13)
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чиме се проблем затварања Реjнолдсових jедначина своди на одређивање jедне
скаларне величине - турбулентне вискозности νt. Сферни део тензора турбу-
лентних напона се може груписати заjедно са осредњеним притиском, и дефи-
нисати модификовани притисак P˜ . За одређивање тубулентне вискозности се
користе додатне конститутивне релациjе, тj. одговараjући алгебарски изрази,
или пак додатне диференциjалне jедначине, из коjих се директно или посредно
одређуjе турбулентна вискозност. На основу начина одређивања турбулентне
вискозности разликуjу се алгебарски, jедно-jедначински и дво-jедначински мо-
дели турбуленциjе базирани на концепту турбулентне вискозности.
3.3.1 Алгебарски и jедно-jедначински модели
Историjски гледано, први модели или прве конститутивне релациjе коjе су
предложене у циљу затварања Реjнолдсових jедначина (3.10) су били алгебар-
ски модели. Полазна претпоставка jе да се турбулентна вискозност може изра-






где су l0 и t0 карактеристична дужинскa, односно временска размера макро-
вртлога. Те размере нису универзалне, а чак се и по правилу знатно мењаjу у
простору и времену за дато струjање. У алгебарским моделима, величине l0 и
t0 се одређуjу из алгебарских jедначина, добиjених емпириjски.
Први турбулентни модел се везуjе за Прантла, Prandtl (1925), и он се базира
на аналогиjи са кинетичком теориjом гасова. Прантл jе разматрао просто сми-
цаjно струjање чиjе осредњено поље има само jедну проjекциjу брзине (случаj
струjања у близини зида - струjања у граничном слоjу), и предложио следећу
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Величина l0 се назива Прантлова путања мешања, и она jе одређена изразом
l0 = κ y (3.16)
где jе y координата чиjи jе координатни почетак на зиду и коjа jе управна
на њега, a κ jе Карманова константа чиjа jе уобичаjена вредност κ = 0.41.
Прантлов модел даjе добре резултате у случаjу слободних смицаjних струjања
(млазеви, вртложни трагови), Wilcox (1994). Међутим, оваj модел има и велике
недостатак, jер у њему ниjе садржан утицаj преноса турбулентних величина у
струjном пољу. Његова потпуно емпириjска подлога га чини неупотребљивим
у случаjу струjања коjа нису смицаjна. Вариjациjе Прантловог модела, где су
предложене другачиjе релациjе него (3.15), се могу наћи у Smith and Cebeci
(1967) и Baldwin and Lomax (1978). Ови модели даjу боље резултате за случаjеве
струjања у граничном слоjу и каналу, Wilcox (1994), али имаjу исти недостатак
као и оригинални Прантлов модел.
Jедноjедначински модели, уместо алгебарских релациjа за одређивање тур-
булентне вискозности, користе jедначину преноса кинетичке енергиjе турбу-
ленциjе за одређивање турбулентне вискозности. Jедначина преноса кинетичке
енергиjе турбуленциjе се jедноставно одређуjе из jедначине (3.11), њеном кон-







. Та jедначина, записана у индексноj нотациjи у Декартoвом коор-
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где су:
Pk ≡ −〈uiuj〉 ∂Ui
∂xj
= −R : (∇U)T (3.19)










вискозна дисипациjа кинетичке енергиjе турбуленциjе,5








турбулентна дифузиjа кинетичке енергиjе турбуленциjе флуктуациjама брзине
и флуктуациjама притиска.
У jедначини (3.17) се поjављуjу непознати чланови, за коjе се мораjу де-
финисати одговараjуће конститутивне релациjе. Тако се дифузиони члан Dk
моделира, уз претпоставку о градиjентноj дифузиjи као
















где jе νt турбулентна вискозност, а σk jе константа, чиjа jе вредност обично
jеднака jединици, али се променом њене вредности може мењати и вредност
фиктивног коефициjента дифузиjе αt, Davidson (2004).
Дисипациjа кинетичке енергиjе у jединици времена ε се такође мора моде-
лирати. Користећи теориjске и феноменолошке анализе физике турбуленциjе,
5Прецизна дефинициjа дисипациjе кинетичке енергиjе турбуленциjе jе ε = 2ν 〈sijsij〉 и
она физички представља вредност кинетичке енергиjе турбуленциjе k koja jединици време-



















где jе ε˜ тзв. псеудодисипациjа. Међутим, како последњи члан износи свега пар процената
од псеудодисипациjе, често се у литератури дисипациjа и псеудодисипациjа поистовећуjу, тj.
ε ≈ ε˜.
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чиjе су основе представљене у потпоглављу 3.1, и димензиjску анализу, завис-





где jе CD константа коjа се одређуjе емпириjски. У ту сврху се користе резул-
тати експеримената, коjи се упоређуjу са нумеричким резултатима. Оптимална
вредност константе CD се одређуjе из услова што бољег слагања резултата екс-
перимената и нумеричких прорачуна. За струjања у близини зида оптимална
вредност константе CD je 0.08, Wilcox (1994).
Продукциjа Pk кинетичке енергиjе турбуленциjе (3.19) jе на основу Буси-












Заменом jедначина (3.22)-(3.24) у jедначину (3.17) добиjа се моделска jедна-






























Коначно, зависност турбулентне вискозности од кинетичке енергиjе турбу-
ленциjе и карактеристичне дужинске размере макровртлога l0 се добиjа поступ-




Уз задату вредност интегралне размере l0, коjа се обично одређуjе емпириjски,
или у случаjу смицаjних струjања преко jедначине (3.16), Реjнолдсове jедначине
се затвараjу jедначинама (3.25) и (3.26).
Поред jедноjедначинских модела базираних на jедначини преноса кинетичке
енергиjе турбуленциjе, модел базиран на jедначини преноса турбулентне вис-
козности jе представљен у Spalart and Allmaras (1992). Оваj модел даjе одлична
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предвиђања турбулентних струjања око аеропрофила, и константе у том моделу
су калибрисане управо за та струjања.
Генерално, jедноjедначински модели даjу боље резултате у поређењу са ал-
гебарским моделима, управо због чињенице да jе у њима садржана jедначина
преноса величине коjа карактерише турбуленциjу. То се посебно односи на слу-
чаjеве комплексниjих струjања.
Међутим, и jедноjедначински модели поседуjу ограничења и недостатке.
Свакако, главни недостатак jе емпириjски начин одређивања интегралне раз-
мере l0. Величина l0 зависи од локалних услова у струjном пољу, као што jе на
пример удаљеност од зида. То значи да jе за њено што прецизниjе одређивање
потребно знати
”
историjу“ струjања, jер jе у супротном готово немогуће знати
расподелу l0 у целом струjном пољу.
3.3.2 Двоjедначински модели
Двоjедначински модели представља надоградњу jедноjедначинских модела
jер су у њима садржане jедначине преноса и за временске и за интегралне или
дужинске размере турбуленциjе. Већина модела из ове класе не садржи jедна-
чину коjа експлицитно описуjе пренос интегралне размере l0. Kolmogorov (1942)
jе први дефинисао jедначину преноса за интегралну размеру преко фреквенци-
jе дисипациjе енергиjе, тj. преко величине
√
k/l0, али се у ту сврху, у већини
двоjедначинских модела користи дисипациjа ε у jединици времена.
Стандардни k − ε модел
Оваj модел користи jедначину преноса дисипациjе кинетичке енергиjе за од-
ређивање интегралне размере турбуленциjе. Временска размера турбуленциjе се
одређуjе из jедначине преноса кинетичке енергиjе турбуленциjе, (3.18). Модел
су оригинално дефинисали Jones and Launder (1972), и он jе додатно калиб-
рисан у Launder and Sharma (1974) у коме jе обjављена његова данас позната
”
стандардна“ форма.
Егзактна jедначина преноса дисипациjе кинетичке енергиjе се може исвести
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полазећи од jедначине преноса флуктуационог векторског поља. Детаљно из-













































продукциjа дисипациjе кинетичке енергиjе турбуленциjе,



























деструкциjа дисипациjе кинетичке енергиjе турбуленциjе. Како сви чланови на
десноj страни jедначине, осим молекуларне дифузиjе дисипациjе, представљаjу
корелациjе вишег реда, они се мораjу моделирати.
Пре тога jе потребно дефинисати израз коjим се одређуjе турбулентнта вис-






где jе Cµ константа коjа се одређуjе калибрисањем модела на основу што бољег
слагања са експерименталним резултатима.
Дифузиони члан у jедначини дисипациjе се моделира на сличан начин као
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где jе σε нова константа, уведена из сличних разлога као код моделирања ди-
фузионог члана у jедначини кинетичке енергиjе турбуленциjе.
Продукциони члан (3.37) дисипациjе се моделира увођењем претпоставке






где jе Cε1 емпириjска константа, a Pk продукциjа кинетичке енергиjе турбулен-
циjе, одређена jедначином (3.19).
Моделирање члана (3.30) коjи представља деструкциjу дисипациjе jе засно-
вано на аналогиjи са дисипациjом (деструкциjом) кинетичке енергиjе, дефини-
сане jедначином (3.20), односно (3.23). Тако се коришћењем поступка димен-





где jе Cε2 нова емпириjска константа.





























































где jе турбулентна вискозност νt одређена (3.31), док се одређивање дисипациjе
ε користи jедначина (3.35). Вредности коефициjената модела су дати у табели
3.1. Продукциjа кинетичке енергиjе и њена деструкциjа (дисипациjа) су тесно
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Табела 3.1. Вредности константи у jедначинама (3.31), (3.35), (3.36) стандардног k−ε
модела, Jones and Launder (1972).
Константа Cµ σk Cε1 Cε2 σε
Вредност 0.09 1.0 1.44 1.92 1.3
повезане; дисипациjа jе велика у оним деловима струjног поља у коjима jе ве-
лика и кинетичка енергиjа турбуленциjе. С друге стране, у моделскоj jедначини
за дисипациjу се претпоставља да су продукциони и деструкциони члан про-
порционални продукционом и деструкционом члану у jедначини за k. Оваква
форма обезбеђуjе да брзи пораст кинетичке енергиjе турбуленциjе буде праћен
истим степеном пораста дисипациjе, и у обрнутом случаjу, довољно брзи степен
смањења обезбеђуjе да се не добиjаjу негативне вредности (физички немогуће)
кинетичке енергиjе турбуленциjе.
Имплементациjа k − ε модела jе релативно jедноставна - Реjнолдсове jедна-
чине су сада затворене и како у њима фигуришу осредњене вредности физичких
величина оне имаjу егзактна и поновљива решења за задате почетне и граничне
услове. Ефективна, односно турбулентна вискозност, коjа у њима фигурише се
одређуjе из две допунске парциjалне диференциjалне jедначине, (3.36) и (3.35).
Како су временске размере турбуленциjе много мање од карактеристичних вре-
менских размера осредњеног струjања, у нумеричкоj процедури jедначине за k
и ε се третираjу одвоjено од Реjнолдсових jедначина. Наиме, прво се у одвоjе-
ном итеративном циклусу одређуjу вредности за k и ε, па се из дискретизованих
jедначина за притисак (коjа се базира на Пуасоновоj парциjалноj диференциjал-
ноj jедначини) и дискретизованих Реjнолдсових jедначина одређуjу вредности
осредњених величина. Ако би се jедначине третирале истовремено, било би вео-
ма тешко добити конвергентна решења - велики временски корак може довести
до негативних вредности кинетичке енергиjе турбуленциjе или дисипациjе, и до
нумеричке нестабилности.
У примени k− ε (и осталих двоjедначинских модела) постоjи два приступа,
коjа се разликуjу по томе како се третира струjање у близини чврсте конту-
ре, односно зида. Наиме, да би формулациjа модела дата jедначинама (3.36) и
(3.35) била валидна и у близини зида, мораjу се користити зидне функциjе, коjе
су формиране на основу експерименталних и теориjских изучавања струjања у
близини зида. Разлог jе вредност члана деструкциjе дисипациjе Φε дефинисаног
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jедначином (3.34) на зиду. Наиме, како jе на зиду k = 0, a ε има коначну вред-
ност различиту од нуле, онда следи да Φε тежи бесконачности, што jе физички
неоправдано. Коришћењем зидних функциjа таj проблем се решава тако што се
вискозни подслоj не прорачунава директно, већ се за расподелу физичких вели-
чина у њему претпостављаjу универзалне законитости. Наиме, експериментална
истраживања, заjедно са директним нумеричке симулациjама су показала да jе
у случаjевима струjања у близини зида у области одређеноj бездимензиjским
растоjањем6 y+ ∼ 30 продукциjа кинетичке енергиjе турбуленциjе приближно
jеднака њеноj дисипациjи. Ако се са x1 означи координата усмерена дуж зида,
а са x2 координата управна на њега, онда jе













коjе следе из дефинициjе брзине трења uτ , као и израза за универзални лога-
ритамски профил брзине коjи важи у тоj области, следи да jе
ε = Pk =
u3τ
κx2
→ uτ = (κx2 ε)1/3 (3.38)
Примењуjући даље Бусинескову хипотезу и израз за турбулентну вискозност





где jе uτ = τw/ρ привидна брзина или брзина трења, x2 нормално растоjање од зида, а ν ки-
нематичка вискозност флуида. Са τw je oзначен смицаjни напон на зиду. Сходно Реjнолдсовоj
статистици, код турбулентног струjање, укупни смицаjни напон се може приказати као збир
турбулентног и вискозног смицаjног напона. У непосредноj близини зида, тj. у вискозном под-
слоjу (y+ < 5) вискозни смицаjни напон jе много већи од турбулентног; у прелазноj области
они истог реда величине; у следећоj зони, зони турбулентног jезгра (y+ > 30) вискозни напони
се могу занемарити у односу на турбулентне смицаjне напоне, али опет претпоставити да су
они приближно jеднаки смицаjном напону на зиду. Том анализом се долази до универзалног







где су κ и B костанте, чиjе су типичне вредности κ = 0.41 и B = 5,2.
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(3.31), добиjа се следећа релациjа





















Применом зидних функциjа при решавању jедначина (3.31), (3.35) и (3.36)
као гранични услов за дисипациjу на зиду се користи релациjа (3.40), док се
за кинетичку енергиjу турбуленциjи користи Ноjманов гранични услов, где jе
∂nk = 0. Да би овакав приступ дао што тачниjе резултате, неопходно jе да ну-
меричка мрежа буде таква да за њену прву прорачунску тачку наjближу зиду
важи да jе y+ ∼ 30. Током прорачуна вредности продукциjе и бездимензиjског
растоjања у првоj прорачунскоj тачки се могу такође одредити на основу рела-














Међутим, овакав приступ ниjе погодно увек примењивати. Наиме, у слу-
чаjевима када струjања у непосредноj близини зида знатно утичу на расподеле
осталих величина у струjном простору, као што су примери конвективне раз-
мене топлоте, затим спољашња струjања, струjања са сепарациjом, повратна
струjања итд., употреба зидних функциjа даjе лошиjе резултате. Да би се таj
проблем пренебрегнуо, формирани су такозвани модели за мале вредности Реj-
нолдсовог броjа7 (low-Re number models), коjи прорачунаваjу и струjања у вис-
козном подслоjу, односно непосредно уз чврсту површ (зид). У тим моделима
у моделским jедначинама за k и ε поjављуjу такозване пригушне функциjе и
одговараjући допунски чланови, коjе се разликуjу од модела до модела, али оно
што jе њихова заjедничка особина jе да оне обезбеђуjе да у вискозном подслоjу
напони услед вискозности имаjу доминантниjи утицаj у односу на турбулентне
7Овде се мисли на вредности Реjнолдсовог броjа базираног на карактеристикама турбу-
ленциjе, Ret = k
2/(ε ν) у непосредноj близини зида.
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напоне. Како ови модели прорачунаваjу и вискозни подслоj, неопходно jе да за
прва прорачунска тачку важи да jе y+ < 1, па jе у поређењу са формулациjом
модела са зидним функциjама броj прорачунских тачака много већи.
k − ω модел
У овом двоjедначинском моделу, за одређивање интегралне размере турбу-
ленциjе користи се транспортна jедначина фреквенциjе дисипациjе, означене
са ω. Oна се дефинише као однос дисипациjе и кинетичке енергиjе у jединици
времена. Модерна формулациjа модела jе дата у Wilcox (1994), и она се базира
на раниjим формулациjама датим у Kolmogorov (1942) и Saffman (1970). У тоj
























где jе PK дефинисано jедначином (3.24). Чланови на десноj страни jедначине
(3.43) су продукциjа, диципациjа и дифузиjа величине ω. Дифузиони члан jе
моделиран хипотезом о градиjентноj дифузиjи.
Jедначина преноса кинетичке енергиjе турбуленциjе у овом моделу jе мо-
дификована у односу на њен облик (3.36), у смислу одређивања дисипациjе
кинетичке енергиjе турбуленциjе. У k − ω моделу дисипациjа се одређуjе као
ε = β?ω k, (3.44)
















Вредности константи модела су дате у табели 3.2.
Предност k-ω у односу на стандардни k-ε модел jе у томе што су jедначине
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Табела 3.2. Вредности константи у k-ω моделу, Wilcox (1994).
Константа α β β∗ σω σk
Вредност 0.5556 0.075 0.09 2 2
(3.43) и (3.45) интеграбилне у целом струjном пољу, односно и близини зида, као
и на самом зиду. То значи да, за разлику од стандардног k-ε модела, коришћење
зидних функциjа као граничног услова за k и ω у овом моделу ниjе неопходно,
тако да се он може користити и за прорачунавање вискозног подслоjа.
k-ω SST модел
Menter (1994) jе први дошао на идеjу да изврши извесно спаjање k-ε и k-ω
модела у циљу тачниjег прорачуна одваjања струjања и струjања са позитивним
градиjентима притиска. У овом моделу се за прорачун области зида користи k-ω
модел, док се за прорачун струjања изван области зида користи k-ε модел.
Спаjање модела се врши на следећи начин. Оба модела су обухваћена са две
jедначине преноса. Прва jе, наравно, jедначина преноса за кинетичку енергиjу
турбуленциjе, коjа jе идентична jедначини (3.45), с тим што константа σk има
другу вредност. У jедначини преноса френквенциjе дисипациjе ω, у поређењу са
jедначином (3.43), поjављуjу се додатни чланови. Они одговараjу члановима у
jедначини дисипациjе (3.35). Дефинисањем функциjе F1 коjа има вредност jедан
у близини зида, а нула далеко од зида, таj додатни члан се множи са (1− F1),
тако да jе он jеднак нули у зони зида. Такође, свака константа у jедначини за
ω се дефинише као C = F1C1 + (1 − F1)C1, где су C1 и C2 константе у коjе се
односе на k-ω , односно k-ε модел.
Функциjа F1 се дефинише на следећи начин
F1 = tanh(G
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За одређивање турбулентне вискозности у k-ω SST моделу користи се дру-
гачиjа релациjе него у случаjу стандардног k-ω модела, из разлога њеног дру-
гачиjег третирања у зони зида у и зони далеко од зида. У ту сврху се дефише
нова функциjа F2, коjа jе, такође као и функциjа F1 блиска jединици у области


































и a1 константа чиjа jе вредност a1 = 0.31. Величина y представља нормално
растоjање од зида. Вредности осталих константи су дате у Табели 3.3.
Табела 3.3. Константе C1 и C2 у k-ω SST моделу.
σk1 σω1 β1 β
∗ γ1




σk2 σω2 β2 β
∗ γ2




3.3.3 Ограничења модела базираних на турбулентноj вис-
козности у прорачуну вихорних струjања
Сви модели базирани на концепту турбулентне вискозности, па самим тим
и двоjедначински модели, имаjу одговараjуће недостатке, коjи у извесноj мери
53
Глава 3. Физичко-математичко моделирање турбулентних струjања
ограничаваjу њихову примену. Ти недостаци директно следе из полазне jедна-
чине (3.12) из коjе се може закључити следеће
• тензор турбулентних напона R и осредњени тензор брзине деформисања
су повезани скаларном, а не тензорском величином, што jе у случаjу сло-
жених струjања са израженом анизотропношћу турбуленциje далеко од
реалности.
• модели предвиђаjу изотропну расподелу нормалних турбулентних напо-
на, 〈u2〉 = 〈v2〉 = 〈w2〉, у случаjу осредњеног jеднодимензиjског смицаjног
струjања, 〈U〉 = (〈U〉 , 0, 0), док експерименти и директне нумеричке си-
мулациjе тих струjања показуjу значаjну разлику тих напона, посебно у
близини зида. У табели 3.4 су дати експериментални резултати за вредно-
сти нормалних напона у хомогеном смицаjном струjању. Уочава се jасна
разлика вредности нормалних напона
• Турбулетни напони су одређени само локалном деформациjом осредње-
ног поља, а не и са
”
историjом“ турбуленциjе. Та чињеница доводи до
неприхватљивих резултата у оним струjањима у коjима су присутне нагле
деформациjе коjе у великоj мери утичу на вртложне структуре, а самим
тим и на вредности турбулентних напона.
Табела 3.4. Експерименталне вредности нормалних турбулентних напона у приближ-
но хомогеном смицаjном струjању, Tavoularis and Corssin (1981).
x/h = 7, 5 x/h = 11, 0
〈u2〉 /k 1,04 1,07
〈v2〉 /k 0,37 0,37
〈w2〉 /k 0,58 0,56
Ови недостаци се у извесноj мери могу отклонити модификациjом полазне
Бусинескове хипотезе, тако да она обухвати анизoтропност нормалних турбу-
лентних напона. Концепт нелинеарне турбулентне вискозности, односно нелине-
арне зависности тензора турбулентних напона од тензора осредњене брзине де-
формисања, jе први пут предложен у Launder (1975). Полазећи од те инициjалне
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идеjе развиjено jе неколико нелинеарних модела, на пример Speziale (1987), Shih
et al. (1993), у коjима jе претпостављена квадратна зависност између тензора
анизотропиjе турбулентних напона и тензора осредњене брзине деформисања и
вртложности, као и Craft et al. (1993) у коме jе претпостављена кубна зависност.
Speziale (1996) jе показао да се код струjања у каналима различитих попречних
пресека, секундарна струjања могу предвидети само анизотропним моделом,
односно нелинеарним k-ε моделом, дефинисаним у Speziale (1987). Модели са
концептом нелинерне вискозности се jош и називаjу експлицитни алгебарски
напонски модели (ЕARSM), Davidson (2012).
Као што jе закључено у већини истраживања, примена двоjедначинских мо-
дела за прорачун вихорних струjања не даjе задовољаваjуће резултате, а у од-
ређеним ситуациjама потпуно се погрешно предвиђаjа физика струjања. У том
светлу, неопходно jе користити турбулентне моделе вишег реда, односно пуне
напонске моделе у коjима се решава диференциjална jедначина преноса турбу-
лентних напона (3.11), уз додатно моделирање поjединих чланова.
3.4 Пуни напонски модели
У овом приступу моделирања полазна jе jедначина преноса тензора турбу-
лентних напона (3.11), коjа се може написати и у следећем облику:
∂ R
∂t
+∇ · [〈U〉 ⊗ R] = P − ε+Π +D + ν∇2R (3.49)
где су:
P = − [R · ∇U + (R · ∇U)T ] = − [R · ∇U + (∇U)T · R] (3.50)
тензор продукциjе турбулентних напона градиjентима у главном току,
ε = 2ν
〈
(∇u)T · (∇u)〉 (3.51)
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[∇u+ (∇u)T ]〉 (3.52)
тензор прерасподеле (редистрибуциjе) турбулентних напона заjедничким деjством
флуктуациjа притиска и деформациjе изазване флуктуациjама брзине,
D = −∇ · [〈u⊗ u⊗ u〉]− [∇⊗ 〈pu〉+ (∇⊗ 〈pu〉)T ] (3.53)
дифузиjа турбулентних напона изазвана флуктуационим пољима брзине и при-
тиска.
Последњи члан на десноj страни jедначине (3.49) представља молекуларну
дифузиjу тензора турбулентних напона.
Компоненте тензора дефинисаних jедначинама (3.50)- (3.53) у Декартовим
координатама, записане у индексноj нотациjи су
R ≡ Rij eiej = 〈uiuj〉 eiej , (3.54)










































[〈uiujuk〉+ 〈puj〉 δik + 〈pui〉 δjk] eiej. (3.58)
Тензори P , ε и Π се мораjу моделирати у функциjи тензора турбулентних напо-
на и векторског поља осредњених брзина, да би jедначина (3.49) била затворена.
Rotta (1951) jе разматраjући проблем турбуленциjе без присуства градиjена-
та осредњеног поља, познатиjи као проблем
”
повратка турбуленциjе у изотропно
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стање“, први предложио конститутивну релациjу за моделирање редистрибу-
тивног члана, на коjоj се сви остали модели тог члана у извесноj мери базираjу.
Daly and Harlow (1970) и Hanjalic and Launder (1972) су главни акценат истра-
живања ставили на моделирање дифузионог члана. Hanjalic and Launder (1972)
су користили пуни напонски модел за нумерички прорачун простих смицаjних
струjања, и добили резултате коjи су имачи веома добро слагање са експери-
менталним резултатима.
Модел презентован у Launder et al. (1975), назван Лаундер-Рис-Роди (LRR)
модел, представља прекретницу, и
”
камен-темељац“ у моделирању турбулен-
циjе пуним напонским моделом. Истраживања представљена у том раду пред-
стављаjу велики искорак у моделирању редистрибутивног члана. Аутори су
коефициjенте такозваног
”
брзог члана“ редистрибуциjе изразили у функциjи
тензора анизитропиjе турбулентних напона. Заjедно са допунском релациjом
коjа обухвата утицаj близине зида, аутори су користили оваj модел за нумерич-
ку анализу струjања у цеви у случаjу осносиметричнoг сужења пресека.
Gibson and Launder (1978) су извршили одређена побољшања LRR модела,
и то тако што су модификовали одговараjуће чланове тако да се обухвати ефе-
кат рефлексиjе флуктуациjа притиска од зида. Модел дефинисан у том раду jе
познат као Лаундер-Гибсонов(LG) напонски модел. Lumley (1978) jе истакао по-
требу да се коефициjенти коjи стоjе уз осредњени тензор брзине деформисања
у редистрибутивном члану представе као нелинеарна функциjа анизотропности
турбулентних напона. Такође, они су дефинисали одговараjући физички усло-
ви коjи мораjу бити испуњени при моделирању, а то су да кинетичка енергиjа
турбуленциjе мора бити увек већа од нуле, затим Коши-Шварцова неjеднакост8
за тензор турбулентних напона, итд. Ламли jе дефинисао инвариjантну форму-
лациjу реализабилности, независну од избора координатног система, и такође
8У случаjу тензора турбулентних напона, имаjући у виду да они представљаjу корелациjе
другог реда, за флуктуациjе u1 и u2 две случаjне величине U1 и U2 се може дефинисати







Moже се лако показати да за тако дефинисан коефициjент корелациjе важи Koши-Шварцова
неjеднакост
−1 ρ12  1.
57
Глава 3. Физичко-математичко моделирање турбулентних струjања
разматраjући инвариjанте тензора анизотропиjе, дефинисао инвариjантну ма-
пу или Ламлиjев троугао унутар кога се мораjу налазити сва физички могућа
стања турбуленциjе. Више детаља о инвариjатноj теориjи и Ламлиjевом троуглу
може се наћи у Додатку B.
Speziale et al. (1991) су предложили нову конститутивну релациjу за моде-
лирање тензора редистрибуциjе. Таj модел jе у литератури познат као Speziale-
Sarkar-Gatski (SSG) напонски модел. Разматраjући хомогену турбуленциjу, и
користећи инвариjантне формулациjе, аутори су предложили релациjу у коjоj
jе зависност
”
брзог члана“ редистрибуциjе од тензора анизотропиjе квадратна,
што представља побољшање у односу на LRR и LG моделе, у коjима се користи
линеарна веза. Такође, захваљуjући таквоj формулациjи, чланови коjима се мо-
делира утицаj рефлекциjе флуктуациjа притиска од зида присутни у LG моде-
лу, овде нису потребни. Аутори су предложени SSG модел тестирали на случаjу
ротираjућег смицаjног струjања, и поредили добиjене резултате за резултатима
LRR модела. Истраживања су показала да SSG модел даjе неупоредиво боље
резултате од LRR модела.
У потпоглављима коjи следе даjу се теориjске подлоге моделирања тензора
дифузиjе, редистрибуциjе и дисипациjе. Главна разлика међу напонским моде-
лима jе у начину моделирања редистрибутивног члана. док сви модели углав-
ном користе исте или сличне релациjе за моделирање тензора дифузиjе и диси-
пациjе.
3.4.1 Моделирање тензора турбулентне дифузиjе
Турбулентна дифузиjа се, као што jе већ речено у поглављу 3.4, састоjи од
дифузиjе турбулентних напона флуктуациjама притиска и дифузиjе флукту-
ациjама брзине, jедначинa (3.53), односно (3.58). Тензор дифузиjе се обично
моделира преко уопштене хипотезе о градиjентноj дифузиjи, представљеноj у
Daly and Harlow (1970). На основу те хипотезе, компоненте тензора турбулентне
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где jе Cs константа чиjа jе типична вредност 0,22. Поред оваквог начина мо-
делирања дифузионог члана, поjедини аутори предлажу и одвоjено модели-
рање два члана коjа чине турбулентну дифузиjу. Тако се за моделирање тур-
булентне дифузиjе флуктуациjама брзине наjчешће користе се модели Hanjalic






+ 〈ujum〉 ∂ 〈uiuk〉
∂xm





















У оба модела Cs je константа чиjа jе вредност 0,11.
Моделирање члана турбулентне дифузиjе флуктуациjама притиска jе пред-
ложио Lumley (1978), на основу анализе приближно хомогене турбуленциjе. Таj
модел се не може примењивати код нехомогене турбуленциjе, односно у близини
чврстих контура, jер он има занемарљив утицаj у тим областима. У новиjе време
се на основу резултата директних нумеричких симулациjа предлажу модели за
оваj члан, међутим наjчешће се за практичне прорачуне користи конститутивна
релациjа (3.59).
3.4.2 Моделирање тензора дисипациjе
Тензор дисипациjе се обично моделира на основу хипотезе Колмогорова о
изотропности на микроразмери турбуленциjе. Имаjући у виду да се дисипациjа
кинетичке енергиjе турбуленциjе одиграва управо на том нивоу, претпоставља






















Дисипациjа ε се одређуjе из моделске jедначине, аналогне jедначини (3.27), с
тим што су сада турбулентни напони условно познати. Тa чињеница омогућава
да се продукциjа кинетичке енергиjе турбуленциjе и турбулентна вискозност
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Први члан на десноj страни jедначине представља продукциjу дисипациjе, дру-
ги члан jе деструкциjа дисипациjе, док последњи члан представља укупну ди-
фузиjу дисипациjе (збир молекуларне и турбулентне дифузиjе).
Међутим, ова претпоставка да се εij може представити преко свог изотроп-
ног дела ниjе увек сасвим оправдана. Наиме, треба имати на уму да jе она
апсолутно тачна за велике вредности (локалног) Реjнолдсовог броjа (Re→∞).
Како у близини зида имамо мале вредности Реjнолдсовог броjа, у тоj зони тен-
зор дисипациjе више ниjе изотропан. Код струjања где jе присутно закривљење
струjница, дисипациjа такође ниjе изотропна. Rotta (1951) jе први предложио






Међутим, оваj модел jе прилично ограничен и не може се примењивати за све
компоненте тензора дисипациjе jер за мале вредности нормалног растоjања од
зида предвиђа 2, односно 4 пута мање вредности за ε12 и ε22, Pope (2006).
So et al. (1999) су показали да у случаjу хомогеног смицаjног струjања ани-
зотропност дисипациjе може бити и више од 50% већа од анизотропности тур-
булентних напона. Међутим, моделирање анизотропности дисипациjе у случаjу
струjања са великим вредностима Реjнолдсових броjева jе прилично комплико-
вано, и зато се у већини модела се користи претпоставка да jе тензор дисипациjе
изотропан, док се анизотропност турбуленциjе на одговараjући начин обухвата
моделирањем редистрибутивног члана (3.52).
3.4.3 Моделирање редистрибутивног члана
Редистрибуциони члан jе, заjедно са продукциjом и дисипациjом, доминант-
ни члан у процесу успостављања баланса између турбулентних напона. Његово
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моделирање jе стога изузетно важно, и предмет jе интензивног истраживања у
претходним децениjама.
Полазна jедначина у моделирању редистрибутивног члана jе Пуасонова пар-
циjална диференциjална jедначина за поља флутуационог притиска. Дo те jед-
начине се долази на следећи начин:
• прво се применом оператора набла његовим скаларним множењем са сва-
ким чланом Навиjе-Стоксове jедначине (2.20) добиjа Пуасонова jедначина
за поље тренутног притиска,
∇2P = −∇ · [∇ · (U ⊗ U)] ; (3.65)
• применом оператора набла његовим скаларним множењем са сваким чла-
ном Реjнолдсове jедначине (3.10) добиjа Пуасонова jедначина за поље
осредњеног притиска,
∇2 〈P 〉 = −∇ · [∇ · (〈U〉 ⊗ 〈U〉)−∇ · (∇ · 〈u⊗ u〉)] ; (3.66)
• одузимањем jедначине (3.66) од jедначине (3.65) добиjа се Пуасонова jед-
начина за поље флуктуациног притиска
∇2p = −∇ · [∇ · (u⊗ u− 〈u⊗ u〉)]− 2∇ · [∇ · (〈U〉 ⊗ u)] (3.67)
Решење jедначина (3.67) се формално може добити применом Гринових функ-







{∇ · [∇ · (u⊗ u− 〈u⊗ u〉)]}x′, t







2 {∇ · [∇ · (〈U〉 ⊗ u)]}x′, t
|x′ − x| dV (x
′) (3.68)
где jе V неограничени просторни домен облика сфере (R → ∞), а x jе вектор
положаjа тачке коjа се налази унутар домена V . Егзактна форма тензора редис-
трибуциjе (3.52) се добиjа множењем jедначине (3.68) са двоструком вредношћу
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флуктуационог тензорa брзине деформисања дефинисаним у тачки одређеноj
вектором положаjа x, и осредњевањем тако добиjеног производа. При томе се






















































где jе r = x′ − x, док jе n′ правац нормале површи A коjом jе ограничен домен
V . Посматрано формално математички, последња два, површинска интеграла у
jедначини (3.69) су повезана са граничним условима, од коjих jе jедан довољан
да би расподела Π унутар домена V била jеднозначно одређена - или вредност Π
на површи (Дириклеов гранични услов) или вредност градиjентa Π на површи
(Фон Ноjманов гранични услов).
У анализи jедначине (3.69) са становишта моделирања турбуленциjе, сваки
од њених поjединачних чланова добиjа своjе физичко тумачење. Тензор редис-
трибуциjе се при томе представља преко збира три тензора, од коjих прва два
одговараjу запреминским интегралима, док последњи одговара површинским
интегралима у jедначини (3.69). Тако jе
Π = Π1 +Π2 +Πw ⇒ Πij = Πij,1 +Πij,2 +Πij,w (3.70)
Физичко тумачење чланова се може наћи у Hanjalic´ and Jakirlic´ (2002) и Stevanovic´
(2008). Тензором Π1 jе представљен физички процес повратка турбулентних
напона у изотропно стање флуктуациjама притискa у случаjу када нема гра-
диjената осредњеног брзинског поља, и без утицаjа чврстих граница. Оваj члан
jе у литератури познат и као
”
спори члан“ редистрибуциjе (енг. slow term).
Тензором Π2 jе представљен процес изотропизациjе турбулентних напона коjи
настаjу градиjентима брзине осредњеног тока, односно прерасподелом између
турбулентних напона флуктуациjама притиска - он описуjе интеракциjу између
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турбулентног и осредњеног поља. Оваj члан jе у литератури под називом
”
бр-
зи члан“ редистрибуциjе (енг. rapid term). Последњи члан, Πw, описуjе утицаj
чврсте контуре (зида) на структуру турбуленциjе у области зида. У непосред-
ноj близини зида нормални турбулентни напон у правцу управном на зид се
пригушуjе, док се остала два нормална напона увећаваjу. Ти ефекти су повеза-
ни са пригушењем флуктуациjа притиска у близини зида. Феномен рефлексиjе
притиска од зида jе такође присутан у овоj зони. Утицаj рефлексиjе притиска
на турбулентне напоне jе такав да он тежи да их доводе у изотропно стање, али
jе ефекат пригушења знатно изражениjи.
Моделирање спорог члана прерасподеле се углавном базира на проблему
одумируће хомогене неизотропне турбуленциjе. При таквом струjању jе брзи
члан прерасподеле jеднак нули, па jе тада Πij = Πij,1. Први модел jе дао Rotta
(1951) полазећи од егзактне jедначине за турбулентне напоне,
d 〈uiuj〉
dt
= Πij − εij, (3.71)




коjе важе за случаj хомогене неизотропне турбуленциjе. Како Π нема утица-
jа на расподелу кинетичке енергиjе, Speziale (1996), његов утицаj на расподе-
лу енергиjе између нормалних напона jе погодно проучити увођењем тензорa
анизотропности турбулентних напона, коjи се дефинише као девиjаторски део
тензора турбулентних напона,






I = R− 2
3
k I ⇒ aij = 〈uiuj〉 − 2
3
kδij (3.73)
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Уз претпоставку да jе тензор дисипациjе изотропан, тj. ε = 2
3
ε I, и имаjући у












Rotta (1951) jе претпоставио да турбуленциjа тежи смањењу степена анизо-
тропности у процесу одумирања, и то jе назвао тенденциjом повратка турбулен-
циjе у изотропно стање (енг. return to isotropy), па jе за тензор редистрибуциjе
у овом случаjу предложио зависност
Πij = −CR ε bij, (3.76)








Jасно jе да вредност C∗
R
мора бити већа од jединице, да би компонента bij експо-
ненциjално опадала у времену. Вредност константе CR се одређуjе калибрациjом
модела, коришћењем експерименталних резултата.
Вредности константе CR, као и изрази да моделирање Πij,2 и Πij,w се разли-
куjу од модела до модела. У даљем току текста се даjе преглед модела коjи су
коришћени у оквиру ове дисертациjе.
LRR напонски модел
Моделирање спорог члана редистрибуциjе у овом напонском моделу jе пот-
пуно аналогно моделу предложеном у Rotta (1951), односно jедначини (3.76),













(cljmi + climj) . (3.79)
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Базирано на Ротиним кинематичким разматрањима везаним за компоненте тен-
зора четвртог реда climj , у LRR моделу се претпоставља да се он може изразити
линеарном зависношћу од турбулентних напона, Launder et al. (1975):
cljmi = αδij 〈umui〉+ β (δml 〈uiuj〉+ δmj 〈uiul〉+ δil 〈umuj〉+ δij 〈umul〉)





(4C2 + 10), β = − 1
11
(2 + 3C2),
η = − 1
55
(50C2 + 4), ν =
1
55
(20C2 + 6) . (3.81)
Константа C2 се одређуjе калибрациjом модела. Из jедначина (3.79), (3.80) и
(3.81) следи моделска jедначина за брзи члан дистрибуциjе,

























где су: Pk продукциjа кинетичке енергиjе турбуленциjе, дефинисана jедначином
(3.19), Pij jе компонента тензора продукциjе турбулентних напона, дефинисана









Формулациjа LRR модела у коjоj се користи jедначинa (3.82) за моделирање
брзог члана редистрибуциjе jе у литератури познатa и као квази-изотропнa
формулациjа LRR модела (LRR-QI). У тоj верзиjи модела вредности константи
C1 и C2 су C1 = 1, 5 и C2 = 0, 404.
У формулациjи LRR модела коjи се назива и изотропизациjа продукциjе
(LRR-IP), или основни LRR модел користи се само први члан у изразу (3.82),
док се остала два занеремаруjу. Тако jе у LRR-IP моделу
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где су C1 и C2 константе. У оригиналном раду Launder (1975) предложено jе
моделирање турбулентне дифузиjе jедначином (3.60), али jе у касниjоj верзиjи
модела коришћена релациjа (3.59). Тензор дисипациjе jе моделиран уз претпо-
ставку о локалноj изотропности, jедначина (3.62), па jе коначна форма jедна-
чине преноса турбулентних напона у случаjу LRR-IP модела
∂ 〈uiuj〉
∂t
+ 〈Uk〉 ∂ 〈uiuj〉
∂xk
= Pij − 2
3











































у коjоj су Cε1, Cε2 и Cε константе.
Табела 3.5. Вредности константи у jедначинама (3.85) и (3.86) LRR-IP модела.
C1 C2 Cs Cε1 Cε2 Cε
1,8 0,6 0,22 1,44 1,92 0,15
Ефекат зида, односно моделирање тензора Πw, се у оквиру LRR модела на
разматра, тако да се он занемаруjе.
Проширење LRR модела у коме се обухвата утицаj рефлексиjе притиска од
зида jе дато у Gibson and Launder (1978), и таj модел jе у литератури познат
као Лаундер-Гибсонов (LG) модел.
LG напонски модел














Πij,2 nknmδij − 3
2
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• C1,ref и C2,ref константе чиjе су вредности C1,ref = 0,5 и C2,ref = 0,3,
• Πij,2 део редистрибутивног члана дефинисан jедначином (3.84);
• ni проjекциjа jединичног вектора нормале у i-том правцу и
• f = C0,75µ k1,5/(εκy), где су Cµ и κ константе чиjе су вредности Cµ = 0,09 и
κ = 0,41, a y jе нормално растоjање од наjближег зида.
Jедначина дисипациjе jе идентична jедначини (3.86), док се у jедначини пре-
носа турбулентних напона (3.85) са десне стране поjављуjе допунски члан де-
финисан jедначином (3.87).
Табела 3.6. Вредности константи у jедначинама LG модела.
C1 C2 C1,ref C2,ref Cs Cε1 Cε2 Cε
1,8 0,6 0,5 0,3 0,22 1,44 1,92 0,15
SSG модел
Примењуjући инвариjантну теориjу при разматрању општег решења Поасо-
нове jедначине (3.69), Speziale et al. (1991) су дошли до нелинеарне зависности
компоненти тензора редистрибуциjе и тензора анизотропиjе турбулентних на-
пона, дефинисане изразом


















+C5k (bik 〈Wjk〉+ bjk 〈Wik〉) , (3.88)
где су II∗b = bijbij друга инвариjанта тензора анизотропиjе турбулентног напона.
У инвариjантноj анализи структуре турбуленциjе, о чему ће бити више речи у
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представљаjу компоненте осредњеног тензора брзине деформисања и вртлож-
ности. Moже се приметити да jе поред саме нелинеарне, квадратне везе са тензо-
ром анизотропиjе турбулентних напона, у овоj зависности присутна и интерак-
циjа између тензора анизотропиjе и осредњених тензора брзине деформисања
и вртложности.
Константе SSG модела су дате у Tабели 3.7
Табела 3.7. Вредности константи у стандарндном SSG моделу.
C1 C
∗
1 C2 C3 C
∗
3 C4 C5 Cs Cε1 Cε2 Cε
3,4 1,8 4,2 0,8 1,3 1,25 0,4 0,22 0,18 1,44 1,83
Из формулациjе редистрибутивног члана (3.88) у SSG моделу, може се ди-
ректно добити LRR модел за вредности константи C1 = 3, C
∗
1 = C2 = C
∗
3 = 0 и
C3 = 0,8.
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Методологиjа прорачуна и њена
примена у OpenFOAM-у
Приликом нумеричког решавања или нумеричких симулациjа неких физич-
ких проблема, императив jе да грешке коjе неизбежно настаjу као последи-
ца просторне и нумеричке дискретизациjе буду сведене на минимум. Са друге
стране, методологиjа при томе такође треба бити и у довољноj мери генерал-
на, у циљу примењивања и на сложениjим случаjевима. То се у проблематици
струjања флуида посебно односи на примену у случаjевима струjања у сложе-
ним струjним просторима или геометриjама.
У механици флуида постоjи неколико генералних нумеричких метода, а
то су: метода коначних разлика, метода коначних елемената, метода конач-
них запремина, спектралне методе, као и у новиjе време Латис-Болцманова
(Lattice-Boltzmann) методе. Метода коначних разлика jе релативно jедностав-
на за примену, и као и спектралне методе, може бити веома велике тачности
(четвртог реда или више). Међутим, нумеричка мрежа у овим методама мора
бити специjалног типа - у случаjу методе коначних разлика, мрежа мора бити
таква да jу jе могуће, уз одговараjућу трансформaциjу координата, преслика-
ти у ортогоналну мрежу у правоуглом Декартовом координатном систему; у
случаjу спектралних метода сва три координатна правца (ако се ради о троди-
мензиjском проблему) мораjу бити хомогена. Због тих особина, ове методе jе
практично немогуће користити у случаjу неких сложених струjних геометриjа.
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Метода коначних елемената не поставља никакве захтеве при генерисању мре-
же, а такође може бити веома велике тачности. Међутим, главни недостак ове
методе што сама њена формулациjа не гарантуjе локално одржање масе, што
jе много значаjниjе у механици флуида, него формална тачност. Jер, основни
закон у механици флуида jе закон о одржању масе, тj. основна jедначина jе jед-
начина континуитета. Метода коначних запремина (енг. Finite Volume Method -
FVM), коjа jе наjчешће у употреби као нумеричка метода у механици флуида,
се показала као наjбољи компромис између тачности и флексибилности. Њена
полазна формулациjа гарантуjе да су сви закони одржања испуњени. Битно jе
jош напоменути да се поступак решавања проблема струjања флуида приме-
ном методе коначних запремина подржава примену тзв. паралелних поступака
коjи се базира на декомпозициjи просторног домена и додељивању поддомена
поjединачним процесорима. Размена информациjа између процесора се одвиjа
применом MPI (Message Passing Interface) протокола, Gropp et al. (1996).
У оквиру ове дисертациjе као нумеричка метода коришћена jе метода ко-
начних запремина, са следећим особинама:
• метода се базира на дискретизациjи интегралних облика основних jедна-
чина чиме се обезбеђуjе да закони одржања важе и за дискретизоване
jедначине. Приликом решавања проблема струjања флуида применом ме-
тоде коначних запремина врши се дискретизациjа просторно-временског
домена у коме се одвиjа струjање, као и jедначина коjе га описуjу.
• рачунска мрежа се дефинише као скуп контролних запремина (ћелиjа)
коjе у потпуности прекриваjу прорачунски домен и могу бити произвољ-
ног полиедарског облика, дефинишући тако неструктуирану мрежу. Све
зависне промењиве, тj. физичке величине користе исте ћелиjе и њихове
вредности се одређуjу у прорачунским тачкама коjе одговараjу тежишти-
ма контролних запремина (ћелиjа). Оваj приступ се назива неизмештени
распоред промењивих (енг. colocated arrangement).
• нумеричко решавање полазног система jедначина се базира на тзв. одвоjе-
ном приступу (енг. segregated approach). У овом приступу jедначина за jед-
ну физичку величину се решава за сваку ћелиjу у рачунскоj мрежи, па се
потом прелази на решавање jедначине за следећу физичку величину. Ако
између тих величина постоjи нека физичка веза (конститутивна релациjа
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или пак нека изведена jедначина у току нумеричког поступка), релациjе
коjе описуjу те везе се нумерички третираjу на експлицитан начин.
Како jе у великом броjу случаjева геометриjа у коjоj се одвиjа струjање флу-
ида сложена, наjефикасниjа прорачунска мрежа jе она коjа прати границе те
геометриjе, и коjа jе у општем случаjу неортогонална (енг. boundary-fitted non-
orthogonal grid). Она може бити блок-структуирана, структуирана или неструк-
туирана. Предност такве мреже jе вишеструка: она се може прилагодити свакоj
геометриjи, и неупоредиво лакше jе достићи оптималне карактеристике него у
случаjу ортогоналне криволиниjске мреже. Као прво генерисање такве мреже jе
jедноставниjе. Такође, пошто прорачунска мрежа прати границе геометриjе, де-
финисање граничних услова jе знатно лакше имплементирати. Одређени скуп
линиjа (страна контролних запремина ако се ради о тродимензиjском пробле-
му) се може дефинисати тако да jе он паралелан са струjницама, што повећава
тачност, у зонама са великим градиjентима резолуциjа мреже се може повећати.
У оквиру свих истраживања у овоj дисертациjи коришћене су мреже коjе
прате границе струjне геометриjе, водећи рачуна да степен неортогоналности
у њима буде што мањи. У следећим поглављима се даjе опис методе коначних
запремина у случаjевима таквих мрежа. У првом делу се говори о важним
параметрима прорачунске мреже, док jе други део посвећен дискретизациjи
jедначина преноса и анализи jедначина коjе се при тим поступцима добиjаjу.
Теориjска разматрања коjа се даjу у оквиру ове главе се базираjу се на много
литературних извора из проблематике методе коначних запремина, од коjих се
овде наводе само неки: Jasak (1996), Ferziger and Peric´ (2002), Villiers (2006),
Tukovic´ (2005), Veersteg and Malalasekera (2007), Hirsh (2007).
4.1 Дискретизациjа просторног домена
Просторном дискретизациjом домен D, у коме се одвиjа струjање (струjна
геометриjа) дефинише се као коначан скуп одговараjућих контролних запреми-
на (ћелиjа) Vi коjе у потпуности испуњаваjу таj домен. Контролне запремине
или ћелиjе у општем случаjу, имаjу конвексни, полиедарски облик, и ограничене
су произвољним броjем равних полигоналних страна. Мрежа коjа се састоjи од
71
Глава 4. Методологиjа прорачуна и њена примена у OpenFOAM-у
ћелиjа дефинисаних на оваj начин назива се неструктуираном мрежом. На сли-
ци 4.1 je приказана jедна произвољна ћелиjа, чиjе jе тежиште означено са P,
и jедна од њених суседних ћелиjа, тежишта означеног са M. Са df jе означен
вектор коjи спаjа тежишта суседних ћелиjа, nf jе jединични вектор нормале
заjедничке површи ове две ћелиjе, дефинисан за ћелиjу чиjи jе центар P (век-
тор спољашње нормале). Тежиште заjедничке површи jе означено са f , а њена











теме (чвор) контролне запремине - полиедра
Слика 4.1. Две суседне ћелиjе у методи коначних запремина. Страна f
”
припада“
ћелиjи чиjе jе тежиште P.
Вектор положаjа тежишта rP произвољне контролне запремине се матема-
тички прецизно дефинише изразом
˚
VP
(r − rP ) dV = 0 , (4.1)
где je VP запремина ћелиjе. Слична релациjа важи и за тежиштa равних површи
Af коjа ограничаваjу запремину VP :
¨
Af
(r − rf) dA = 0 , (4.2)
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где jе rf jе вектор положаjа тежишта површи. Главни проблем при одређи-
вању геометриjских карактеристика рачунске мреже дефинисане интегралима
(4.1) и (4.2), лежи у томе да jе мрежа неструктуирана, односно у чињеници да
контролне запремине (полиедри) и површи коjе их ограничаваjу (стране тих
полиедара), могу бити потпуно произвољног облика.
Тако се све површи растављаjу на одговараjући броj троуглова, обично по-
моћу централног темена или централног чвора површи. Вектор положаjа цен-
тралног темена jе jеднак аритметичкоj средини вектора положаjа темена коjи
граде ту површ. Троуглове чине два суседна темена површи и централни чвор,
тако да ће броj троуглова бити jеднак броjу страница, односно броjу темена коjи
чине ту површ. Тада се геометриjска своjства полигоналних страна полиедарске
контролне запремине (ћелиjе) одређуjу на следећи начин, Tukovic´ (2005):





где jе n броj троуглова коjи образуjу страну.
• Вектор положаjа тежиштa rf стране се одређуjе осредњавањем вектора







• Jединични вектор нормале површи се рачуна као нормализована сума нор-
мала троуглова коjи чине ту страну
nf =
N




Геометриjска своjства контролне запремине рачунаjу на основу тетраедара
коjи jе сачињаваjу. Они се конструишу на основу темена троуглова коjи чине
поjединачне стране, и централног чвора контролне запремине, дефинисаног као
аритметичка средина вектора положаjа њених темена. Укупна запремина ћелиjе
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jе при томе jеднака збиру запремина тетраедара, док се њено тежиште одређуjе







Са m jе означен броj тетраедара коjи чине контролну запремину, тj. ћелиjу, Vi
jе вредност запремине, а ri вектор положаjа i-тог тетраедра.
За описивање рачунске мреже у OpenFOAM-у користи се адресирање по
странама ћелиjа. Адресирање по странама ћелиjа се састоjи из следећих елеме-
ната:
• Листа темена у коjоj jе свако теме дефинисано просторном координатом,
а ознака темена одговара индексу у листи, умањеном за jедан1 - теме коjе
jе прво у листи, има индекс нула.
• Листа полигоналних страна, у коjоj jе свака страна дефинисана своjим
припадаjућим чворовима. Ознака стране одговара индексу у листи. Стране
се могу поделити на унутрашње, коjе се налазе између две ћелиjе и гра-
ничне, коjе се налазе на границама просторног домена.
• Листа граничних зона коjе се дефинишу листом ознака припадаjућих гра-
ничних страна, коjе су груписане сходно дефинисаним граничним услови-
ма.
• Листа ћелиjа, коjа се дефинише са две листе; прва има онолико чланова
као и листа полигоналних страна, и у њоj се наводи припадност стране
из листе полигоналних страна одговараjућоj ћелиjи (датотека owner у
ОpenFOAM-у); друга листа има онолико елемената колико има унутра-
шњих страна, и у њоj се наводе суседне ћелиjе коjе такође садрже страну
из претходне листе (датотека neighbour у ОpenFOAM-у) .
Овде jе веома важно напоменути и следеће: поредак страна у листи полиго-
налних страна се jеднозначно дефинише, на следећи начин. Листа страна прво
садржи унутрашње странице, па онда граничне стране, сортиране по зонама,
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cходно томе како су те граничне зоне дефинисане у листи граничних зона. При
томе се унутрашње стране у листи полигоналних страна попуњаваjу тако што
се креће од прве ћелиjе коjу оне сачињаваjу, а затим следе стране коjе поседуjе
друга ћелиjа, итд.
Горе наброjане листе страна, граничних зона и ћелиjа чине топологиjу мре-
же, а када се њима додаjу и просторне координате темена, односно листа темена
добиjа, се геометриjски облик мреже.
Да би мрежа била тополошки добро дефинисана, она мора да задовољи
следеће критериjуме, Tukovic´ (2005):
• при дефинисању површи не може се два пута поjавити исто теме,
• унутрашњу страну могу делити само две ћелиjе,
• гранична страна може припадати само jедноj ћелиjи и jедноj граничноj
зони,
• растављањем свих страна jедне ћелиjе у њене странице, свака страница се
сме поjавити у само две стране посматране ћелиjе, и
• растављањем свих граничних страна у њихове странице, свака страница
се сме поjавити у само две граничне стране.
Прва три критериjума се односе на ваљаност дефинициjе мреже, док се по-
следња два односе на проверу да ли су ћелиjе и гранична површ, коjа ограни-
чава прорачунски домен, затворени.
Поред тополошких критериjума, рачунска мрежа мора да задовољи геомет-
риjске критериjуме ваљаности. То су:
• Све ћелиjе мораjу бити конвексне.2
• Све ћелиjе мораjу бити геометриjски затворене, тj. збир вектора нормала
свих површи коjе ограничаваjу контролну запремину мора бити jеднак
нули.
2Строга математичка дефинициjа конвексности n-димензионалног геометриjског обjекта
(телa) гласи да свака дуж коjа спаjа две тачке коjе су налазе унутар обjекта такође мора нала-
зити унутар граница тог обjекта. У методи коначних запремина та дефинициjа се примењуjе у
своjоj
”
слабиjоj“ форми, коjа услов конвексности своди на услов да тежишта обjеката мораjу
бити унутар њихових граница.
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• Граница домена мора бити геометриjски затворена
• За све унутрашње стране (површи) скаларни производ вектора нормале
nf и вектора d =
−−→
PM (слика 4.1) мора бити позитиван:
df · nf > 0. (4.7)
Ово jе такозвани тест ортогоналности контролне запремине, тj. ћелиjе.
Ортогоналност страна или површи коjе ограничаваjу контролну запре-








Пожељно jе да оваj угао буде што мањи, и у случаjу идеалнe ортого-
налналности αf = 0
◦. За рачунске мреже у случаjу струjања у сложеним
геометриjама, услов идеалне ортогоналности jе немогуће задовољити, па
се стога у тим случаjевима врше одређене корекциjе приликом рачунања
дифузиjског члана. О томе ће бити више речи у поглављима коja следе.
• Aсиметриjа мреже на њеним површима треба бити што jе могуће мања,
тj. треба тежити да вектор m буде jеднак нули, однодно да се тачке fi i f
поклапаjу, слика 4.2(а). То се jедноставно може постићи повећањем броjа




















Слика 4.2. Асиметриjа мреже на површима контролних запремина и начин њеног
смањења.
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Приликом генерисања прорачунске мреже треба тежити да степен неортого-
налности и асиметриjа мреже буду што мањи, како би њихов утицаj на тачност
нумеричког решења био у унапред прописаноj толеранциjи. Тако су се у методи
коначних запремина за случаj неортогоналних мрежа методе дискретизациjе
другог реда тачности показале као наjбољи компромис између jедноставности,
генерализациjе и тачности, Ferziger and Peric´ (2002). Те методе дискретизациjе
карактеристичних чланова у jедначинама преноса су описане у следећем по-
глављу.
4.2 Дискретизациjа jедначина преноса




+ ∇ · (ρφU)︸ ︷︷ ︸
2





1 - Промена величине φ у времену, 2 - Конвективни члан,
3 - Дифузиони члан, 4 - Изворски члан
Jедначина (4.9) jе парциjална диференциjална jедначина другог реда. Да би
дискретизациjа диференциjалне jедначине била задовољаваjуће тачности, неоп-
ходно jе да ред тачности дискретизациjе буде jеднак или већи реду диферен-
циjалне jедначине. Зато су све дискретизационе схеме коришћене у овом раду
другог реда тачности, и у времену и у простору.
Тачност дискретизациjе jедначинe (4.9) зависи од претпостављене просторно-
временске зависности φ = φ(r, t) у околини тачке P (унутар контролне запре-
мине). За методу другог реда тачности, довољно jе претпоставити линеарну рас-
поделу φ унутар контролне запремине, као и да jе променa величине φ између
два временска тренутка линеарнa. Тако jе произвољном временском тренутку
t у произвољноj контролноj запремини
φ(r ) = φP + (r − rP ) · (∇φ)P , (4.10)
77
Глава 4. Методологиjа прорачуна и њена примена у OpenFOAM-у
а у тренутку времена t+∆t та расподела jе дефинисана са







Са φP = φ(rP) jе означена вредност промењиве φ у прорачунскоj тачки P, а φ
(t)
вредност промењиве у временском тренутку t, тj. φ(t) = φ(r).
Jедначине (4.10) и (4.11), као и њихове тачности, директно следе развоjа
функциjе у Таjлоров реда функциjе φ(r, t) у околини тачке P. Тако jе у произ-
вољном тренутку времена t Теjлоров ред функциjе φ у околини тачке P
φ(r ) = φP + (r − rP ) · (∇φ)P + 1
2













Израз (r−rP )⊗n у jедначини (4.12) представља n тензорскиx производa вектора
r − rP, тj. њиме jе представљен тензор n-тог реда:





“ означен унутрашњи производ n-тог реда два тензора n-тог реда,
што као резултат даjе скалар.
Упоређивањем jедначина (4.10) и (4.12), види се да се занемаривањем члано-
ва вишег реда чини грешка коjа jе реда величине |(r− rP)2|, односна та грешка
се може записати и као ∆xi∆xj , где i i j означаваjу правце оса изабраног коор-
динатног система, а ∆xi i ∆xj карактеристичне димензиjе контролне запремине
у тим правцима. У случаjу jедномензиjских проблема, контролна запремина се
своди на jедну дуж, чиjа jе дужина ∆x, а ред величине грешке се своди на
(∆x)2. Аналогна анализа jе и у случаjу израза (4.11), у коме jе грешка реда
величине (∆t)2, па jе реч о временскоj дискретизациjи другог реда тачности.
Метода коначних запремина се базира на томе да jедначина (4.9) мора бити
задовољена за контролну запремину (ћелиjу) формирану око прорачунске тачке
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∇ · (ρφU) dV −
˚
VP











Сада ће бити обjашњена дискретизациjа свих поjединачних чланова у jедначини
(4.13).
4.2.1 Дискретизациjа просторних интеграла
Уз претпоставку о линеарноj расподели3 величине φ унутар контролне за-
премине, jдн. (4.10), као и дефинициjи вектора положаjа њеног тежишта, jдн.
(4.1), добиjа се следећи израз за израчунавање запреминског интеграла:
˚
VP
φ(r) dV = φP
˚
VP
dV + (∇φ)P ·
[˚
VP
(r − rP ) dV
]
= φPVP . (4.14)
Пре поступка дискретизациjе конвективног и дифузионог члана, обавља се њи-
хова трансформациjа у површинске интеграле теоремом Гаус-Остроградског,
сводећи на таj начин одређивање просторних извода унутар контролне запре-
мине на рачунање одговаруjућих флуксева на контролноj површи. Тако, на ос-
нову теореме Гаус-Остроградског важе следеће релациjе
˚
VP
∇ · (ρφU) dV =
‹
AP
n · (ρφU) dA и
˚
VP
∇ · (ρΓφ∇φ) dV =
‹
AP
n · (ρΓφ∇φ) dA.
3Потпуно оправдано се може поставити питање зашто баш линерна расподела? Као пр-
во, теориjа линеарних система и линерна алгебра jе веома развиjена математичка област,
примењива у многим областима физике и технике, док са друге стране теориjа нелинеар-
них система jош увек ниjе ни приближно развиjена као теориjа линеарних система. И друга
чињеница, коjа потпуно оправдава употребу jедначина (4.10) и (4.11): зависно од угла посмат-
рања, тj. изабране просторно-временске размере произвољна нелинеарна функциjа φ(r, t) се,
са мањом или већом тачношћу, може представити као збир више линеарних функциjа. Што
jе та просторно-временска размера мања, та тачност jе све већа. У неком малом простор-
ном домену (запремине VP ), и у неком малом временском интервалу ∆t може се са великом
тачношћу промена функциjе φ апроксимирати као линеарна. Што jе та просторно-временска
размера мања, односно што jе више ћелиjа унутар контролне запремине, то jе апроксимативна
функциjа ближа реалноj.
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И конвективни и дифузиони члан се могу свести на општи израз
‹
AP





n · a dA, (4.15)
где jе a = ρφU у случаjу конвективног, а a = ρΓφ∇φ код дифузионог члана.
Развоjем векторског поља a у Теjлоров ред у околини тачке f (тежиште површи)
и занемаривањем чланова вишег реда, следи да се вектор a у произвољноj тачки
површи може релациjом другог реда тачности апроксимирати преко вектора af
у тежишту те површи као
a = af + (∇a)f · (r − rf ). (4.16)
Овде jе (∇a)f градиjент вектора a у тежишту површи (тензор другог реда чиjа
jе компонента ∂iaj). Заменом релациjе (4.16) у jедначину (4.15), и имаjући у
виду релациjу (4.2), као и чињеницу да jе површ Af равна, тако да jе jединични
вектор нормале константан на њоj, добиjа се
¨
Af
n · a dA =
¨
Af




n · af dA+
¨
Af














nf · afAf (4.17)
Израчунавање суме по површима коjе ограничаваjу контролну запремину,
односно израза
∑
f nf · afAf се одређуjе на основу правила коjима jе нумеричка
мрежа дефинисана. Као што jе претходно речено, површи коjе ограничаваjу
контролну запремину могу припадати тоj ћелиjи и бити у листи
”
owner“ или
пак припадати суседноj ћелиjи и бити у листи
”
neighbour“. У првом случаjу,
ради се о вектору спољашње нормале, док jе у другом случаjу вектор нормале
усмерен ка унутрашњости ћелиjе, jер та површ припада суседноj ћелиjи. Тако
се сума по површима раздваjа на суму по површима коjе припадаjу ћелиjи у
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суми по површима коjе припадаjу суседним ћелиjама, тj.
∑
f
nf · afAf =
∑
owner
nf · afAf −
∑
neighbour
nf · afAf (4.18)
Ово правило важи за свако сумирање по површима коjе ограничаваjу контролну
запремину (ћелиjу) и подразумева да се свака таква сума раставља на основу
jедначине (4.18).
Конвективни члан. Схеме дискретизациjе конвективног члана.




n · ρUφ dA =
∑
f







где jе un проjекциjа вектора U на правац нормале nf , a m˙f jе масени проток кроз
страну f контролне запремине (ћелиjе). У складу са дефинициjом мреже коjа
се базира на адресирању страна контролних запремина, тj. ћелиjа, вредности
величине φf на површима (странама) f контролне запремине се рачунаjу на ос-
нову вредности у тежиштима ћелиjа коjе деле ту површ, применом одговараjуће
схеме дискретизациjе, коjа се уопштено може изразити као
φf = φf(φP, φM), (4.20)
где су φP и φM вредности величине φ у тежиштима ћелиjа за коjе jе страна f
заjедничка. Овде jе битно напоменути да jе код произвољних неструктуираних
мрежа практично веома комликовано користити информациjе о вредностима
у неким другим ћелиjама за одређивање φf , осим у оним за коjе jе страна f
заjедничка. У том случаjу jе потребно чувати jако пуно информациjа у мемориjи
рачунара, а и диференцне схеме вишег реда за неструктуирану мрежу су jош
увек jако нестабилне.
Пре описа одговараjућих диференцних схема за конвективни члан, врло jе
битно нагласити и следеће. Независно од расподеле брзинског поља у домену у
81
Глава 4. Методологиjа прорачуна и њена примена у OpenFOAM-у
коме се проучава струjање, конвективни члан не може довести до промене ве-
личине φ ван њених граница у коjима jе она била у почетном тренутку. Другим
речима, ако jе у почетном тренутку величина φ била у границама 0-100, кон-
вективни члан никада неће генерисати вредности φ веће од 100 или мање од 0 у
струjном домену. Ово jе веома важно своjство ограничености код конвективног
члана, и о том своjству се посебно мора водити рачуна код избора диференцних






Слика 4.3. Централна схема дискретизациjе.
При централноj схеми дискретизациjе претпоставља се линеарна веза вели-
чине φ између тачака P i M, тако да се вредност на страни f добиjа линеарном
интерполациjом:
φf = fxφP + (1− fx)φM, fx = fM
PM
(4.21)
где jе fx фактор интерполациjе, слика 4.3. Централна схема дискретизациjе jе
другог реда тачности, али њен главни недостатак jе што у случаjу проблема у
коjима jе конвекциjа доминантна, може доћи до нефизикалних осцилациjа ре-
шења, Hirsh (2007), Ferziger and Peric´ (2002), Veersteg and Malalasekera (2007).
Као последица тих осцилациjа у току нумеричке процедуре може доћи до поjаве
да вредности физичких величина могу имати вредности коjе нису у оквиру фи-
зички прихватљивих граница, односно кажемо да ове осцилациjе могу довести
до неограничености решења. На примеру jедначине преноса кинетичке енер-
гиjе турбуленциjе, важност ограничености решења постаjе jасна; ако се у току
нумеричког поступка поjаве негативне вредности кинетичке енергиjе турбулен-
циjе (што jе физички немогуће, али jе могуће у току нумеричког поступка),
при употреби k − ε модела, вредности турбулентне вискозности ће такође бити
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негативне, што готово аутоматски доводи до диверегенциjе решења након тог
итеративног корака.4 Ова поjава се може спречити повећањем броjа ћелиjа у
мрежи, посебно у деловима прорачунског домена у коме су присутни велики
градиjенти физичких величина. Ово jе jош jедна потврда да се пре нумеричког
решавања проблема струjања мора физички разумети проблем, и на основу тога
генерисати одговараjућа прорачунска мрежа - у свим случаjевима нумеричких
симулациjа турбулентних струjања она jе неуниформна, тj. са већом густином
ћелиjа у зонама великих градиjената. У поjединим случаjевима поjава нефи-
зикалних осцилациjа може бити ублажена увођењем додатних дисипативних
чланова у полазним jедначинама, како jе показано у Jameson et al. (1981) и
Pulliam (1986).
Схема коjа обезбеђуjе ограниченост решења и има бољу стабилност jе узвод-
на (енгл. upwind) схема. Вредност величине φ на страни f се на основу ове схеме
одређуjе на основу смера струjања, на следећи начин:
φf =
 φP, m˙f ≥ 0φM, m˙f < 0 (4.22)
Међутим, ова схема дискретизациjе jе првог реда тачности. Поред мање тач-
ности у односу на централну схему, њен недостатак jе и то што она уводи тзв.









Слика 4.4. Узводна схема дискретизациjе.
Нумеричка дифузиjа делуjе стабилизираjуће на решење, али с друге стране
4Са становишта ТVD методологиjе, коjа ће ускоро бити презентована, поjам ограниче-
ности решења се своди на то да вредност решења у прорачунскоj тачки P буде ограниченa
вредностима у суседним прорачунским тачкама коjе на њу имаjу утицаj.
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знатно смањуjе тачност, посебно у областима са великим градиjентима φ. Поку-
шаjи да се повећањем тачности узводне схеме, односно дефинисањем линеарне
узводне схеме као у Warming and Beam (1976) смањи нумеричка дифузиjа нису
у потпуности уродили плодом.
Комбинована (енг. blended) схема дискретизациjе jе линеарна комбинациjа
централне и узводне схеме, задржаваjући при томе други ред тачности и огра-
ниченост решења, Peric´ (1996), Ferziger and Peric´ (2002)
φf = {(1− γf)max[sgn(m˙f ), 0] + γffx}φP
+{(1− γf)min[sgn(m˙f), 0] + γf(1− fx)}φM (4.23)
Фактором пропорционалности γf , 0 ≤ γf ≤ 1 одређуjе се количина нумеричке
дифузиjе коjа се уводи у решење. Peric´ предлаже константну вредност γf за све
стране у нумеричкоj мрежи. За γf = 0 комбинована схема се своди на узводну
схему.
Схеме дискретизациjе конвективног члана су предмет опсежног истражи-
вања, са циљем да се створи схема другог реда тачности коjа у исто време
гарантуjе ограниченост решења и његову стабилност у току поступка реша-
вања. Досадашња истраживања су довела до поделе на две главне групе схема
дискретациjе конвективног члана:
• TVD схеме (енг. Total Variation Diminishing), Harten (1983)
• NVA схеме (енг. Normalized Variable Approach), Leonard (1988), Leonard
(1991), Darwish (1993).
TVD методологиjа jе оригинално развиjена у случаjевима надзвучних стру-
jања, усваjаjући Лаксову неjеднакост за ударни талас као полазни критериjум
ограничености решења, а касниjе jе генерализована и за дозвучна струjања. За
разлику од комбиноване схеме, фактор пропорционалости између неограниче-
них схема вишег реда и ограничене схеме првог реда ниjе константан већ зависи
од локалног облика решења, што аутоматски уводи нелинеарност у нумеричко
решење. Главни закључак ТVD методологиjе jе да схема мора бити нелинеарна
ако се жели да она истовремено буде ограничена и да њена тачност буде већа
од првог реда. Међутим, нелинеарна зависност коjа се уводи у само решење
свакако утиче на његову конвергенциjу. У случаjу ТVD методологиjе стриктни
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доказ конвергенциjе jе могуће извести jедино у случаjу jеднодимензиjских про-
блема са експлицитном схемом дискретизациjе. Како су оригинално ове схеме
развиjане за надзвучна струjања, оне даjу добре резултате у случаjевима када
физичко решење има дисконтинуитет, тj. нагле скокове (нпр. ударни талас). У
случаjевима када су решења физички континуалне функциjе, ови нумерички




У циљу побољшања схема базираних на TVD методологиjи, развиjене су схе-
ме базиране на NVA методологиjи . Код ових схема услов ограничености решења
се уводи за сваку ћелиjу у рачунскоj мрежи. Критериjум ограничености кон-
квективне схеме за произвољну ћелиjу (eng. Convective Boundedness Criterion
- CBC) су увели Gaskell and Lau (1988). Како се већина схема дискретизаци-
jе конвективног члана коjе су коришћене у оквиру ове дисертациjе базира на



















Слика 4.5. Промена величине φ у близини површи f .
Посматра се jеднодимензиjски случаj преноса скаларне величине φ кроз по-
врш f структуиране мреже, слика 4.5. Нормализована промењива φ˜ се дефини-
ше на следећи начин, Leonard (1991):
φ˜ =
φ− φU
φD − φU (4.24)
На основу ове дефинициjе, свака диференцна схема коjом се одређуjе φf на ос-
нову вредности φ у тачкама P, U i D се може приказати преко опште зависности:
φ˜f = f(φ˜P), (4.25)
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φD − φU и φ˜f =
φf − φU
φD − φU (4.26)
Да би се избегле нежељене нефизикалне осцилациjе решења у диференцноj схе-
ми (4.25), вредност φP (самим тим и φf ) мора бити локално ограничена између
вредности φU и φD, тj.
φU ≤ φP ≤ φD или φU ≥ φP ≥ φD (4.27)
Ако jе услов (4.27) задовољен за сваку прорачунску тачку онда се у решењу
за целокупни домен не jављаjу нефизикалне осцилациjе. На овом услову се
базира NVD методологиjа. Нешто модификовани критериjум (CBC критериjум)
су дефинисали Gaskell and Lau (1988), релациjом
0 ≤ φ˜P ≤ 1. (4.28)
Оваj критериjум се суштински своди на услов (4.27), jер на основу дефинициjе
(4.24) jеднозначно следи
φ˜P = 0 ⇒ φP = φU и φ˜P = 1 ⇒ φP = φD. (4.29)
Gaskell and Lau (1988) су такође показали да се критериjум ограничености
решења може представити и на диjаграму нормализованих промењивих (енг.
Normalized Variable Diagram), приказуjући зависност φ˜f од φ˜P.
Критериjум ограничености решења одговара осенченоj области, укључуjучи
и праву φ˜f = φ˜P, слика 4.6, тj. следећим условима:
• за 0 ≤ φ˜P ≤ 1, величина φ˜P jе ограничена са своjе доње стране правом
φ˜f = φ˜P, а са своjе горње стране правом φ˜f = 1;
• за φ˜P < 0 i φ˜P > 1, вредност φ˜f jе jеднака вредности φ˜P
На слици 4.7 су приказани диjаграми нормализованих промењивих за неке
од основних диференцних схема: узводну, централну, линеарну узводну схему
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Слика 4.6. Област ограничености решења у диjаграму нормализованих промењивих.

























Слика 4.7. Диjаграм нормализованих промењивих за разне схеме дискретизациjе
конвективног члана: (a) узводна схема; (б) централна схема; (в) линеарна узводна
схема; (г) QUICK схема
На основу критериjума ограничености конвективне схеме, (4.28) коjи важи
за структуирану мрежу Jasak (1996) дефинише модификовани критериjум за
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неструктуирану мрежу, у коме се вредност φ˜P одређуjе на основу израза
φ˜P = 1− (∇φ)f · dˆ




где jе dˆ jединични вектор правца коjи повезуjе тежишта ћелиjа (ако посматрамо
слику 4.5, то би био правац PD). У модификованом критериjуму се не поjављуjе
вредност величине φ у далекоj узводноj тачки U већ само вредности у тачкама
P i D, тако да jе информациja о тополошкоj структури мреже ирелевантна.
Полазећи од модификованог критериjума Jasak (1996) и Jasak et al. (1999)
дефинишу гама диференцну схему, коjа jе често коришћена у оквиру рада на
овоj дисертациjи. Ова диференцна схема гарантуjе ограниченост решења на



























Слика 4.8. Диjаграм нормализованих промењивих за гама диференцну схему.




следи из следеће чињенице: ако jе φ˜P =
1
2
, онда следи да jе зависност између
прорачунских тачака P и D (слика 4.5) линеарна, па централна схема даjе тач-
ну вредност φf . У случаjу да решења имаjу дисконтинуитете (ударни талас)
вредност βm треба бити око 0.1. Мање вредности βm не утичу на повећање тач-
ности, али уводе нестабилности у поступак решавања, Jasak (1996). Тако се
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препоручуjе да коефициjент βm буде у опсегу:
1
10
≤ βm ≤ 1
2
(4.31)
Код стационарних проблема, фактор коjи утиче на вредност βm jе конвергенциjа
решења. Гама схема се показала као боља по питању конвергенциjе од осталих
комбинованих схема, jер има континуални прелаз између узводне и централне
схеме. Повећање вредности βm (али не преко
1
2
) у знатноj мери побољшава
конвергенциjу решења. Гама схема се може представити у облику комбиноване
схеме, jдн. (4.23), у коjоj jе
γf =

0, за φ˜P ≤ 0 и φ˜P ≥ 0
φ˜P
βm
, за 0 < φ˜P < βm
1, за βm < φ˜P < 1
(4.32)
Генерално, NVA приступ приликом одређивања диференцних схема jе знатно
побољшао понашање решења у односу на TVD приступ, и то у случаjевима када
решење физички има дисконтинуитет и када jе оно глатко, и такође знатно
умањио удео нумеричке дифузиjе у решењу. Aли, са друге стране стриктни
доказ о конвергенциjи ових метода ниjе могуће извести, чак и за jедноставне
jеднодимензиjске случаjеве!
Дифузиони члан









n · (ρΓφ∇φ) dA =
∑
f
(ρΓφ)Afnf · (∇φ)f , (4.33)
где jе nf ·(∇φ)f проjекциjа вектора градиjента φ у тежишту површи (тачка f) на
правац нормале те површи. Уколико jе мрежа ортогонална, вектори nf i df су
паралелни, па се проjекциjа градиjента φ на правац нормале приближно може
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израчунати на следећи начин:
nf · (∇φ)f = φM − φP|df | (4.34)
Апроксимациjа (4.34) jе другог реда тачности, и при томе се у њоj користе
вредности величине φ само у тежиштима ћелиjа коjе деле ту страну, што чини













Слика 4.9. Неортогонална мрежа и начини дефинисања неортогоналне корекциjе.
(a) минимална корекциjа; (б) jединична корекциjа; (в) надрелаксациjска корекциjа.
Да би се и на неортогоналноj мрежи задржао други ред тачности приликом
одређивања дифузионог члана, а уjедно и компактност прорачунског молекула,
уводи се тзв. неортогонална корекциjа, растављањем вектора nf на векторе δf
и kf , тj.
nf · (∇φ)f = δf · (∇φ)f︸ ︷︷ ︸
ортогонални део
+ kf · (∇φ)f︸ ︷︷ ︸
неортогонална корекциjа
(4.35)
где jе вектор δf паралелан са вектором df , и и nf = δf + kf . Постоjи неколико
приступа за одређивање интензитета вектора δf , а то су, Jasak (1996):
• Минимална неортогонална корекциjа. У овом приступу векторi δf i kf су
ортогогонални, тако да jе корекциjа неортогоналности у jедначини (4.35)
минимална, тj.
δf =
(nf · df) df
|df | (4.36)
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Са порастом неортогоналности, вектор δf се смањуjе, а самим тим и утицаj
φP i φM на вредност флукса градиjента φ кроз површ f .




|df | , (4.37)
и при томе се ортогонални део у изразу (4.35) рачуна као у случаjу орто-
гоналне мреже, jдн. (4.34).
• Надрелаксациjска неортогонална корекциjа. У овом приступу вектор δf се
одређуjе на основу израза
δf =
df
df · nf , (4.38)
чиме се са повећањем неортогоналности повећава утицаj φP i φM на вред-
ност флукса градиjента φ кроз површ f .
Могуће jе, на основу jедначинa (4.34) и (4.35), написати и jедну jедначину
коjом се обухватаjу сва три приступа:
nf · (∇φ)f = |δf | φM − φP|df | + kf · (∇φ)f (4.39)
Разлика између ова три приступа се огледа у њиховоj тачности и стабилности
у поступку решавања. На основу истраживања датих у Jasak (1996) надрелак-
сациjска неортогонална корекциjа се показала као наjстабилниjа, и она jе, за
разлику од прва два приступа, имала конвергентно решење чак и на изразито
неортогоналним мрежама. Зато ће се у овом раду на неортогоналним мрежама
користити надрелаксациjска неортогонална корекциjа.
Овде jе битно напоменути и следеће: дифузиони члан у свом диференци-
jалном облику, као и конвективни члан, такође има своjство ограничености.
Међутим, у своjоj дискретизованоj форми његова ограниченост ће бити задо-
вољена само на ортогоналним мрежама. Све неортогоналне корекциjе, коjе се
уводе са циљем повећања тачности израчунавања дифузионог члана, могу по-
тенциjално довести до његове неограничености. Ако jе питање ограничености
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важниjе од тачности, онда неортогоналне корекциjе треба свести на минумум.
И на краjу овог дела, треба додати и да се градиjент (∇φ)f у jедначини (4.39)
израчунава линеарном интерполациjом градиjената у тежиштима контролних
запремина, тj. применом централне диференцне схеме
(∇φ)f = fx(∇φ)P + (1− fx)(∇φ)M . (4.40)
Градиjенти у тежиштима контролних запремина се одређуjу на основу теореме






где jе φf вредност величине φ на површи f , срачуната на основу централне
схеме, тj. на основу вредности φ у тежиштима ћелиjа за коjу jе та површ заjед-
ничка, у претходном итеративном кораку.
Изворски члан
Сви чланови у основним jедначинама коjи се не могу сврстати у временски,
конвективни или дифузиони члан се означаваjу као изворски чланови, Ferziger
and Peric´ (2002), Hirsh (2007), Veersteg and Malalasekera (2007).
Изворски члан Sφ у jедначини (4.14) jе у неком општем случаjу нелинеарна
функциjа коjа зависи од φ, или пак функциjа просторних координата xi. Његова
дискретизациjа jе специфична, зависно од интеракциjе са осталим члановима
у jедначини, као и од тога како та дискретизациjа утиче на ограниченост и
тачност решења. У случаjу да jе изворски члан функциjа промењиве φ, пре
дискретизациjе функциjа изворски члан се линеаризуjе, тj.
Sφ(φ) = Su + Sp φ. (4.42)
У jедначини (4.42) коефициjенти Su и Sp такође могу зависити од φ. На основу
jедначинa (4.14) и (4.42) следи да се изворски члан рачуна као
˚
VP
Sφ dV = SuVP + SpφPVP (4.43)
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4.2.2 Временска дискретизациjа
Заменом дискретизованих израза за конвективни, дифузиони и изворски





















(SuVP + Sp VP φP) dt. (4.44)
Jедначина (4.44) се у методи коначних запремина уобичаjено назива
”
полу-дис-
кретизована“ форма jедначине преноса, Hirsh (2007).
Имаjући у виду претпостављену расподелу у времену, тj. jедначину (4.11),

















P − ρ(n)P φ(n)P
∆t
(4.45)
где су φ(n) = φ(t) и φ(n+1) = φ(t + ∆t). Ако се претпостави да се густина ρ и











































Ова метода временске дискретизациjе се назива Кранк-Николсонов метода (енг.
Crank-Nicholson) и она jе другог реда тачности. У њоj фигуришу вредности φf
и (∇φ)f на површима и у текућем и у наредном временском тренутку. Ове
вредности на површима се рачунаjу на основу вредности у тоj ћелиjи (чиjе
jе тежиште P), као и вредности φ у тежиштима суседних ћелиjа, применом
одговараjућих диференцних схема.
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M = bP (4.47)
Оваква jедначина се може записати за сваку контролну запремину (ћелиjу). У
коефициjенту aP су укључени сви чланови коjи се односе на φ
(n+1)
P ; у коефици-
jенту aM су укључени чланови коjи потичу од свих суседних ћелиjа; у изворском
члану bP се налазе сви чланови за чиjе одређивање ниjе потребно знати φ
(n+1)
P ,
oдносно вредности коjе одговараjу временском тренутку t.
Вредност φ
(n+1)
P зависи од вредности у суседним ћелиjама, тако да за цело-
купни домен формира систем алгебарских jедначина облика
Aφ = b. (4.48)
Oвде jе A ретка матрица, у коjоj су елементи различити од нуле елементи на
главноj диjагонали (коефициjенти aP) и елементи на неколико суседних места
око главне диjагонале (коефициjенти aM), φ вектор непознатих вредности φ за
сваку ћелиjу и b jе вектор коjи потиче од изворских чланова и вредности у вре-
менском тренутку t, као и чланови коjи се третираjу експлицитно. Решавањем
система jедначина (4.48) добиjаjу се вредности φ у новом временском кораку.
Систем jедначина (4.48) се решава за сваки временски корак, почев од тренутка
t = 0 у коме се дефинишу почетни услови за посматрани проблем.
Кранк-Николсонова метода jе безусловно стабилнa, Hirsh (2007), али она не
гарантуjе ограниченост решења. Као и случаjу конвективног члана, ограни-
ченост решења се може постићи временском дискретизациjом првог реда тач-
ности. То постиже занемаривањем промене φf и (∇φ)f у времену, узимаjући
њихове вредности само у текућем временском кораку (експлицитна метода)
или пак у наредном временском кораку (имплицитна метода). У оба случаjа











(ρΓφ)fnf · (∇φ)f = SuVP + SpVP φP (4.49)
Код експлицитне Оjлерове методе дискретизациjе, вредности φ и ∇φ се
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одређуjу на основу вредности у текућем временском кораку
φf = fxφ
(n)
P + (1− fx)φ(n)M , (4.50)
nf · (∇φ)f = |δf | φ
(n)
M − φ(n)P
|df | + k · (∇φ)
(n)
f . (4.51)
Линеарни део изворског члана се такође израчунава на основу вредности у






































У jедначини (4.52) сви чланови са њене десне стране су вредности одговараjућих
величина у текућем временском кораку, тj, временском тренутку t, тако да се
вредности φ у тренутку t+∆t одређуjу директно - нема потребе за формирањем
и решавањем система jедначина (4.48). Међутим, главни недостатак експли-
цитне методе jе доста ригорозан услов стабилности решења, коjи се дефинише
максималном вредношћу Курантовог броjа, Comax = umax∆t/∆x < 1, где jе ∆xi
одговараjућа димензиjа ћелиjе у правцу максималне компоненте брзине umax.
Вредности φ и ∇φ на површима контролне запремине код имплицитне




f + (1− fx)φ(n+1)f (4.53)
nf · (∇φ)f = |δf | φ
(n+1)
M − φ(n+1)P
|df | + k · (∇φ)
(n)
f . (4.54)
Применом имплицитне Оjлерове методе формира се систем jедначина (4.48),
и за разлику од експлицитне методе, оваj метод jе стабилан и за вредности
Курантовог броjа веће од jедан, Hirsh (2007). Такође, имплицитна Оjлерова
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метода, за разлику од експлицитне, гарантуjе ограниченост решења.
Повећање тачности временске дискретизациjе у односу на експлицитну и
имплицитну Оjлерову схему, и при томе занемаруjући промене φf и (∇φ)f у
времену, се може постићи применом коначних разлика уназад до другог реда
тачности. То постиже развоjем функциjа φ(t) и φ(t − ∆t) у Теjлоров ред у
околини t+∆t, и њиховим упоређивањем.
Развоj функциjе φ(t) у околини t+∆t jе











(∆t)3 + . . . (4.55)












Из jедначине (4.56) се може видети да jе апроксимациjа првог извода по вре-
мену првог реда тачности, за разлику од претпостављене линеарне рaсподеле φ
између два временска интервала, jдн. (4.11) коjа jе другог реда тачности. Да би
у случаjу занемаривања промена у времену φ и ∇φ у времену дискретизациjа
jедначине (4.44) била другог реда тачности, потребно jе извод по времену дис-
кретизовати схемом другог реда тачности (енг. Backward Differencing in Time).
Да би се то постигло, користе се вредности φ у три временска корака. Из развоjа
φ(t−∆t) у Теjлоров ред у околини φ(t+∆t),















Заменом jедначине (4.58) у jедначину (4.56) добиjа jе израз за дискретизациjу




3φ(t+∆t)− 4φ(t) + φ(t−∆t)
2∆t
+O(∆t2) ≈ 3φ
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Као и у случаjу Кранк-Николсонове схеме, примена jедначине (4.59) не гаран-
туjе ограниченост решења, управо због екстраполациjе у временским корацима.
Тако jе дискретизовани облик jедначине преноса у случаjу да се за дис-
кретизациjу временског члана користи временска схема другог реда тачности
временска схема са коначним разликама уназад облика
3ρPφ
(n+1)











(ρΓφ)fnf · (∇φ)(n+1)f = SuVP + SpVP φ(n+1)P (4.60)
И ова jедначина, написана за сваку ћелиjу у прорачунскоj мрежи, формира си-
стем линеарних алгебарских jедначина (4.48), чиjим се решавањем у сваком вре-
менском кораку добиjа φ(n+1) у свакоj ћелиjи прорачунске мреже. Како се неке
ћелиjе налазе непосредно уз границу прорачунског домена, сада jе неопходно
дефинисати типове граничних услова, jер ће се они у одговараjућим коефици-
jентима поjавити у систему jедначина (4.48).
4.2.3 Гранични услови
Нумеричка (прорачунска) мрежа садржи и скуп површи контролних запре-
мина коjе се поклапаjу са границама физичког домена, тj. домена у коме се
одвиjа струjање. Услови коjи владаjу на тим површима се дефинишу преко
граничних услова. У нумеричкоj механици флуида jе уобичаjена подела на ну-
меричке и физичке граничне услове.
Уопштено, постоjе два типа нумеричких граничних услова: Дириклеов (eng.
Dirichlet) и Ноjманов (eng. von Neumann) гранични услов. Код Дириклеовог
граничног услова се дефинише вредност физичке величине на граници, док
се код Ноjмановог дефинише вредност градиjента физичке величине у правцу
нормале граничне површи.
Под физичким граничним условима се подразумеваjу површи на коjима jе,
са становишта механике флуида познато како се одређене физичке величине
понашаjу. То су пример равни симетриjе, разне чврсте контуре (енг. walls), де-
лови граничних површи кроз коjе флуид улази у прорачунски домен (енг. inlets),
делови граничних површи кроз коjе флуид напушта прорачунски домен (енг.
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outlets), итд. Сваки од ових физичких граничних услова jе повезан са скупом
нумеричких граничних услова коjи се дефинишу за физичке величине коjе су
од значаjа у посматраном проблему.
Jасно jе да граничне површи, преко коjих се одвиjа интеракциjа између про-
рачунског домена и његовог окружења, мораjу бити тако изабране да су на
њима вредности физичких величина или пак њихови градиjенти познати.
Нумерички гранични услови
Пре самог дефинисања граничних услова, неопходно jе дефинисати корек-










Слика 4.10. Ћелиjа у близини границе физичког (прорачунског) домена.
У случаjу ћелиjа коjе се налазе уз саму границу прорачунског домена, не
постоjе суседне ћелиjе са коjима би делиле граничне површи, тако да се вектор
df дефинише као вектор од тежишта те ћелиjе до тежишта граничне површи
те ћелиjе. Вектор df ће у овом случаjу бити означен са db, док ће тежиште
граничне површи ћелиjе бити означено са b, слика 4.10. Такође, претпоставља
се да je на тоj граничноj површи jедне ћелиjе вредност физичке величине или
пак њеног градиjента константан. Уз ту претпоставку, дефинициjа корекциjе
неортогоналности jе jедноставна: вектор k jе паралелан са граничном површи,
док jе ортогонални део, тj. вектор δb у овом случаjу jеднак вектору nb, али његов
почетак ниjе у тежишту граничне површи.
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Дефинициjом вектора dn чиjи jе почетак у тежишту граничне ћелиjе, и коjи
jе ортогоналан на граничну површ,
dn = (nb · db)nb (4.61)
нема потребе за коришћењем вектора k у неортогоналноj корекциjи.
Дириклеов гранични услов. Дириклеов гранични услов за физичку вели-
чину φ задат на површи Ab се своди да jе на површи φ = φb, где jе φb = const.
• Конвективни члан. Начин дискретизациjе конвективног члана у случаjу
унутрашњих страна (површи), дат jе jедначином (4.19), тj.
‹
AP
n · ρUφ dA =
∑
f







На граничним странама прорачунског домена, имаjући у виду да jе на тоj
страни φ = φb, оваj израз се своди на
m˙b φb, (4.62)
где jе m˙b масени проток кроз граничну површ. Због стабилности у поступ-
ку решавања, оваj гранични услов за φ се користи на оним површима кроз
коjе флуид улази у прорачунски домен, док се на излазним граничним по-
вршима користи Фон Ноjманов гранични услов, тj. (∇φ)b = 0.
• Дифузиони члан.Начин дискретизациjе дифузионог члана у случаjу унут-
рашњих страна (површи) jе дат jедначином (4.33), тj.
‹
AP





n · (ρΓφ∇φ) dA =
∑
f
(ρΓφ)Afnf · (∇φ)f .
На граничним странама прорачунског домена, градиjент (∇φ)b у правцу
нормале nb се своди на
nb · (∇φ)b = φb − φP|dn| , (4.63)
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Ноjманов гранични услов. Као што jе већ речено, код Ноjмановог гранич-
ног услова на површи се задаjе градиjент физичке величине у правцу нормале
површи, тj.
nb · (∇φ)b = gb (4.65)
• Конвективни члан. Код конвективног члан потребно jе израчунати вред-
ност φb на граничноj страни. Имаjући у виду да су вектори dn i nb коли-
неарни, вредност φb jе
φb = φP + dn · (∇φ)b = φP + gb|dn|, (4.66)
па jе на граничноj површи конвективни члан одређен изразом
m˙b(φP + gb|dn|) (4.67)




Основни, и наjчешћи физички гранични услови у случаjу струjања нести-
шљивог флуида су:
• Улазнa површ (енг. inlet). На површима кроз коjе флуид улази у про-
рачунски домен, задаjу се вредности брзине (Дириклеов гранични услов
за брзину), и због консистентности, градиjент притиска у правцу нормале
jеднак нули (Ноjманов гранични услов за притисак),Hirsh (2007), Veersteg
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and Malalasekera (2007). У случаjу турбулентних струjања, на улазноj по-
врши се задаjу вредности карактеристичних физичких величина (кине-
тичка енергиjа турбуленциjе, дисипациjа кинетичке енергиjе турбуленци-
jе, компоненте Реjнолдсових напона, и сл.).
• Излазнa површ (енг. outlet). На површима кроз коjе флуид излази из
прорачунског домена, задаjе се расподела притиска, односно константна
вредност притиска, и градиjент брзине jеднак нули. На оваj начин jедна-
чина континуитета jе идентички задововољена, што следи из jедначине
притиска. Извођење jедначине притиска се даjе у оквиру потпоглавља
4.4.3. У случаjу турбулентних струjања, на излазноj површи градиjенти
карактеристичних физичких величина турбуленциjе су jеднаки нули.5
• Површ симетриjе (eнг. symmetry plane). На овоj граничноj површи про-
jекциjа градиjента на правац њене нормале jе jеднака нули, и кроз ову по-
врш нема протицања флуида (брзина у правцу нормале jе jеднака нули).
Вредности физичких величина и проjекциjа градиjента у правцу танген-
те површи су jеднаке њиховим вредностима у наjближим прорачунским
тачкама.
• Непорозни зидови, са условом
”
лепљења“ (енг. no-slip impermeable
walls). Брзина jе на овим граничним површима jеднака брзини саме повр-
ши. Како у правцу нормале површи нема флуксева (непорозни зидови),
градиjент притиска у том правцу jе jеднак нули.
• Периодичне (цикличне) површи. (енг. periodic (cyclic) boundaries).
Периодичне површи се физички састаjе од две површи, али у нумеричком
смислу оне представљаjу jедну површ. Вредности свих физичких величи-
на, као и вредности градиjената су jеднаки на тим површима. За разлику
од површи симетриjе, кроз њих флуид протиче, и то тако да jе масени
проток коjи излази кроз jедну периодичну површ jеднак масеном протоку
коjи улази кроз периодичну површ коjа њоj одговара.
5Из самог начина дефинисања физичког граничног услова
”
излазне површи “, може се
закључити да je пожељно да те површи физички мораjу бити дефисане тако да су градиjенти
свих физичких величина у правцу струjања на њима jеднаки нули, односно да jе струjање
потпуно развиjено.
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4.3 Структура система алгебарских линеарних jед-
начина и методе његовог решавања
Краjњи продукт дискретизациjе jедначина преноса, уз задате граничне усло-
ве jе систем алгебарских линеарних jедначина jдн. (4.47), тj. (4.48). Да би се по-
казала структура поjединих чланова у тим jедначинама, овде се наводи коначна
форма дискретизоване jедначине применом временске схеме коначним разли-
кама уназад, комбиноване схеме дискретизациjе конвективног члана, jдн.(4.23),



























= SuVP + SpVP φ
(n+1)
P . (4.69)
Jедначина (4.69) се може записати и облику где ће уместо сума по површима
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aM =m˙f,M{(1− γf,M)min[sgn(m˙f,M), 0] + γf,M(1− fx)}






VP + (ρΓφ)fkf · (∇φ)(n+1)f (4.72)
Jедначина (4.60) написана за сваку ћелиjу у рачунскоj мрежи формира си-
стем jедначина (4.48), где су aP елементи на главноj диjагонали у матрици A,
a aM елементи коjи се налазе око главне диjагонале матрице. Дакле, решавање
полазне jедначина преноса (4.9) се методом коначних запремина се своди на ре-
шавање система линеарних алгебарских jедначина, описаног jедноставном мат-
ричном jедначином
Aφ = b. (4.73)
Начин решавања система линеарних алгебарских jедначина може бити ди-
ректни или итеративни. Примена директних метода доводи до решења у ко-
начном броjу аритметичких операциjа, док се код итеративних метода прет-
поставља решење и потом се одговараjућим алгоритмима то решење коригуjе
све до унапред прописане тачности. Примена итеративних метода даjе решење
(ако оно конвергира) неупоредиво брже у поређењу за директним методама.
Такође, итеративне методе су изузетно ефектне у случаjевима када jе A рет-
ка матрица, и током итеративног поступка, за разлику од директних метода,
та њена структура се задржава. У исто време итеративне методе намећу и од-
ређена ограничења по питању структуре матрице A. Тако jе њена диjагонална
доминантност6 jе директно повезана са конвергенциjом итеративног поступка.
6Матрица jе диjагонално jеднака ако jе за сваку њену врсту задовољено да jе апсолутна
вредност члана на диjагонали jеднакa збиру апсолутних вредности осталих чланова у тоj вр-
сти, тj. |amm| =
∑
m 6=j |amj|. Ако за макар jедну врсту важи |amm| >
∑
m 6=j |amj |, а за остале
претходна jеднакост, онда jе матрица диjагонално доминантна. Ако jе претходна неjеднакост
задовољена за сваку врсту матрице, онда се ради о строго диjагонално доминантноj матрици,
Meyer (2000).
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Структура матрице коефициjената A зависи од редоследа означавања контрол-
них запремина (ћелиjа) у рачунскоj мрежи. Њена математичка своjства зависе
од структуре jедначине преноса, начина дискретизациjе и геометриjе рачунске
мреже. Тако се на пример дискретизациjом jедначине преноса (4.9) добиjа неси-
метрична матрица A, док jе у случаjу да нема конвективног преноса матрица
A симетрична. Такође, jош jедна карактеристика матрице коефициjената следи
из саме дефинициjе методе коначних запремина, а то jе да jе она увек позитивно
дефинитна.7
Да би се анализирао утицаj поjединачних чланова полазне jедначине преноса
на структуру матрицеA, она се може написати као збир одговараjућих матрица
A = A1 +A2 +A3 +A4 (4.74)
где су, сходно ознакама у jедначини (4.9), A1 матрица чиjи елементи потичу од
дискретизациjе временског члана, A2 матрица чиjи елементи потичу од дискре-
тизациjе конвективног члана, A3 матрица чиjи елементи потичу од дискретиза-
циjе дифузионог члана и A4 матрица чиjи елементи потичу од дискретизациjе
изворског члана. Структурa матрице A, као и њених подматрица у jедначини
(4.78), jе директно повезана са ограниченошћу решења. Тако у случаjевима ка-
да jе матрица A диjагонално jеднака са свим позитивним елементима или пак
када jе она диjагонално jеднака са позитивним елементима на главноj диjаго-
нали, а негативним елементима испод и изнад ње, решење система линеарних
алгебарских jедначина (4.48) ће бити ограничено. Зато jе значаjно анализирати
структуре подматрица дефинисаних jедначином (4.78).
• Временски члан. Дискретизациjа временског члана даjе само допринос
диjагоналним елементима матрице A1, тj. A, те на таj начин повећава
диjагоналну доминантност. Из jедначине (4.60) се може видети да дискре-
тизациjа временског члана директно прорционална ρPVP
∆t
, што значи да се
смањењем временског корака може повећати диjагонална доминантност
матрице.
• Конвективни члан. Диjагонално jеднака матрица A2 се добиjа jедино у
7Матрица A jе позитивно дефинитна ако за било коjи вектор x различит од нуле важи
xAxT > 0.
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случаjу када jе конвективни члан дискретизован узводном схемом. Свака
друга схема даjе негативне елементе матрице, нарушава диjагоналну jед-
накост матрице, и може потенциjално довести до неограниченог решења.
У случаjу централне схеме на униформноj мрежи ситуациjа се додатно
компликуjе имаjући у виду да су у том случаjу елементи на главноj диjа-
гонали матрице A2 jеднаки нули.
• Дифузиони члан. У случаjу ортогоналних прорачунских мрежа, дискре-
тизациjа дифузионог члана даjе диjагонално jеднаку матрицу A3 коjа
гарантуjе ограниченост. У случаjу неортогоналне мреже матрица остаjе
диjагонално jеднака, али неортогонална корекциjа се додаjе у вектор b,
тако да диjагонална jеднакост ниjе довољна за очување ограничености.
• Изворски члан. Ако jе SP < 0 диjагонална доминантност матрице A по-
већава, jер jе у том случаjу SPVP позитивно у jедначини (4.70). Зато у
поступку линеаризациjе изворског члана треба тежити да коефициjент SP
буде негативан. У случаjевима да SP > 0, таj део изворског члана ће се
налазити унутар вектора b.
Из ове анализе, што су показала и истраживања, може се закључити да на
диjагоналну доминантност наjвише утичу изворски и временски члан. Како у
случаjу стационарних струjања, нема временског члана, диjагонална доминант-
ност матрице A je нарушена. Да би се итеративни методе могле примењивати и
у тим случаjевима, користи се такозвана под-релаксациjа (енг. under-relaxation).
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где je φ
(n)
P вредност из претходне итерациjе, док jе α фактор под-релаксациjе
(0 < α ≤ 1). На оваj начин jе могуће спровести итеративни поступак, и у





P , jедначина (4.75) се своди на полазну jедначину (4.47).
Итеративне методе конjугованих градиjената (енг. conjugate gradients - CG)
коjе су дефинисали Hestens and Steifel (1952), су се показале као наjприкладниjе
за примену у случаjу решавања система линеарних jедначина са великим броjем
непознатих, код коjих jе матрица A ретка матрица. Метода конjугованих гра-
диjената гарантуjе да ће броj итерациjе коjи jе потребан да би се добило решење
мањи или jеднак броjу непознатих, тj. броjу jедначина. Брзина конвергенциjе
jе обрнуто пропорционална кондиционалном броjу матрице8 и може се побољ-
шати применом прекондиционарања. Основни принцип прекондиционарања jе
да се уместо полазног система jедначина Aφ = b решава систем
C−1Aφ = C−1b (4.77)
где jе C прекондиционер. Он треба бити одређен тако да обезбеђуjе бољу кон-
вергенциjу решења у односу на полазни систем jедначина. Током последњих де-
цениjа обимна истраживања су обављена у циљу постизања боље конвергенциjе
решења код итеративних метода базираних на методи конjугованих градиjена-
та, како y слуjевима када jе матрица A симетрична, тако и случаjевима када jе
она несиметрична. У OpenFOAM-у jе имплементиран велики броj тих метода,
и њихов детаљниjи опис се може наћи у Behrens (2009).
Такође, оно што jе битно напоменути jе да се ефикасност методе конjугова-
них градиjената се повећава са повећањем диjагоналне доминантности матрице
A, Golub and Van Loan (1996). С друге стране, имаjући у виду да диjагонална
доминатност матрице A директно зависи од начина дискретизациjе поjединих
чланова у полазноj jедначини преноса, важност избора праве методе дискре-
тизациjе у конкректним проблемима jе очигледна. Наравно, готово увек то jе
питање компромиса - ако се жели већа тачност, потребно jе имати нумерич-
ку мрежу са већим броjем ћелиjа, користити схеме дискретизациjе вишег реда,
али то са друге стране значаjно повећава сложеност прорачуна и захтева знатно
8Ako je ||A|| ≡ max
i
∑
j |aij | онда се кондициони броj κ матрице A дефинише као κ ≡
||A−1|| ||A||.
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веће рачунарске ресурсе, и та већа тачност не гарантуjе ограниченост решења.
Jедна од метода за превазилажење овог проблема jе да се прорачун започне са
методама нижег реда тачности, коjе стабилизуjу поступак решавања, а потом
наставити прорачун са методама дискретизациjе вишег реда тачности.
Свако нумеричко решење jе, у мањоj или већоj мери, приближно решење,
али у великоj већини проблема механике флуида и jедино могуће! Зато jе jако
важно имати у виду начин на коjи се долази до тог решења и коjи све елементи
утичу на тачност, односно коjи су извори грешке тог решења. Грешке се могу
сврстати у две групе: грешке коjе настаjу као последица лоше дискретизациjе
прорачунског домена, односно лоше прорачунске мреже (недовољна резолуциjа
мреже, тj. неадекватан броj ћелиjа, jако неортогонална и деформисана мрежа)
и грешке коjе настаjу као последица коришћења схема дискретизациjе чиjи jе
ред тачности мањи од унапред прописаног реда тачности коjи jе установљен у
самоj методи коначних запремина.
4.4 Дискретизациjа Реjнолдсове jедначине
Дискретизациjа Реjнолдсове jедначине jе специфична због три ствари: нели-
неарности конвективног члана, начину одређивања притиска и начину дискре-
тизациjе члана коjи одговара турбулентноj дифузиjи.
Као што jе већ речено у глави 3, Реjнолдсова и Навиjе-Стоксова (НС) jед-




+∇ · (UU) = −∇p+∇ · {νeff [∇U + (∇U)T ]} (4.78)
где су: U вектор брзине у случаjу Нaвиjе-Стоксове jедначине, вектор осредњене
брзине у случаjу Реjнолдсове jедначине, p кинематички притисак дефинисан
као p/ρ и νeff ефективна вискозност. У случаjу НС jедначина νeff = ν, док jе у
случаjу Реjнолдсових jедначина νeff = ν + νt, где jе νt турбулентна вискозност,
коjа jе функциjа просторних координата. У оба случаjа векторско поље U мо-
ра да задовољи jедначину континуитета ∇ · U = 0. Интеграциjом jедначина у
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домену VP и од временског тренутка t до t+∆t добиjаjу се следеће jедначине
˚
VP
∇ · U dV =
‹
AP




























4.4.1 Дискретизациjа дифузионог члана
Приликом дискретизациjе дифузионог члана, jедан његов део, ∇ · (νeff∇U)
се третира на начин приказан у оквиру потпоглавља 4.2.1, док се други део до-
даjе у изворски члан, из разлога ефикасности прорачуна, Villiers (2006). Наиме,
у случаjу да се члан са транспонованим тензором градиjентa брзине третира
као дифузиони флукс, вредност сваке компоненте брзине у произвољном вре-
менском тренутку би зависила од вредности остале две компоненте у том истом
временском тренутку. Решавање таквог система jедначина би захтевало велике
рачунарске ресурсе, тако да се трансповани члан у временском тренутку t+∆t
се одређуjе на основу вредности брзина у тренутку t. Имаjући то у виду, као и
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Горњи индекс (n) се односи на временски тренутак t, док се горњи индекс (n+1)
односи на временски тренутак t + ∆t. Ефективна вискозност се одређуjе из
посебних jедначина, и решење за νeff у тренутку t се користи за одређивање U
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у тренутку (t+∆t). Градиjенти (∇U)f се одређуjе на основу њихових вредности
у тежиштима ћелиjа за коjе jе та површ заjедничка, аналогно релациjама (4.40)
и (4.41). Заменом тих израза дискретизовани дифузиони члан се може записати























































У члану bdM се налазе вредности физичких величина у временском тренутку t,
у коме се оне сматраjу познатим.
4.4.2 Дискретизациjа нелинеарног конвективног члана
Како jе конвективни члан∇·(UU) у Навиjе-Стоксовоj jедначини нелинеаран,
он се у току процеса дискретизациjе мора линеаризовати. Та линеаризациjа се
обавља тако што се вредност jедног члана узима у претходноj итерациjи
˚
VP
∇ · (UU) =
‹
AP























Апроксимираjући последњу суму по површима контролне запремине коjа се
jавља у jедначини (4.86) са неком диференцном схемом (централна или узводна
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у коме су коефициjенти akP и akM функциjе физичких величина у текућем вре-
менском кораку, тj. U
(n)
f .
4.4.3 Алгебарска jедначина притиска
У оквиру овог рада за повезивање поља притиска и поља брзине у НС
jедначини преко jедначине континуитета су коришћени SIMPLE (Semi-Implicit
Method for Pressure Linked Equations) алгоритам коjи су развили Patankar and
Spalding (1972), за случаjеве стационарних струjања и PISO (Pressure Implicit
with Splitting of Operators) алгоритам коjи jе развио Issa (1986), за случаjеве
нестационарних струjања.
Полазна jедначина у оба алгоритма jе одговараjућа jедначина притиска. Пр-
во се на основу метода описаних у претходним поглављима и базираjући се на
процедури Rhie and Chow (1983), долази до полу-дискретизоване форме jедна-
чине количине кретања (НС jедначине)
aPUP = H −∇p. (4.88)
Коефициjент aP се може изразити као сума три коефициjента
aP = atP + akP + adP, (4.89)
у коjоj су: atP, akP и adP коефициjенти коjи потичу од дискретизациjе временског,
конвективног и дифузионог члана.
Структура вектора H jе таква да се у њему налазе коефициjенти коjи од-
говараjу суседним ћелиjама, akM и adM помножени са брзинама у тежиштима
тих ћелиjа, као и чланови bt и bd у коме се налазе физичке величине у текућем




(akM + adM)uM + bt + bd (4.90)
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Имаjући у виду претпоставку да се физичке величине мењаjу линеарно уну-
тар контролне запремине, интерполациjом jедначине (4.91) следи да површима













Полазећи од интегралног облика jедначине континуитета (4.79), и користећи
jедначину (4.17) добиjа се њен дискретизовани облик
‹
AP
n · U dA = 0 ⇒
∑
f
nf · UfAf =
∑
f
V˙f = 0 (4.93)


















Последња jедначина, заjедно са дискретизованом формом jедначине (4.88),




формира одговараjући систем jедначина из коjих се одређуjу непознате ком-
поненте брзине и притисак у дефинисаноj геометриjи струjног простора. Таj
алгоритам jе приказан на слици 4.11, и он се састоjи из следећих корака:
1. Прорачун почиње са почетним вредностима физичких величина, коjе су
или почетни услови или пак резултат неке претходне нумеричке симула-
циjе.
2. На основу вредности p и V˙ из првог корака, одређуjе се привремени вектор
брзине, на основу jедначине (4.95). У ту сврху се обично користе итера-
тивне методе конjугованих градиjената са прекондиционерима. Добиjено
поље брзине не задовољава jедначину континуитета.
3. На основу брзине одређене у претходном кораку, одређуjе се вектор H , на
основу jедначине (4.90).
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4. На основу вектора H , одређеног у претходном кораку, из jедначине (4.94)
се одређуjе поље притиска, итеративним методама конjугованих градиjе-
ната са прекондиционерима.
Почетне вредности



















Слика 4.11. PISO алгоритам.
5. Како се неортогонална корекциjа приликом одређивања ∇p на површи-
ма третира експлицитно, потребно jе неколико итеративних корака да би
неортогонални део достигао конвергенциjу.
6. На основу одређеног поља притиска, из jедначине (4.95) одређуjе се нове
вредности вектора брзине U и флуксева V˙ . Векторско поље брзине од-
ређено у овом кораку задовољава jедначину континуитета.
7. Кораци од 3-6 се понављаjу до тренутка када се вредности притиска и
брзине више не мењаjу. Колико ће бити итерациjа у овом кораку, зависи
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од вредности временског корака. Што jе он мањи, и броj итерациjа ће бити
мањи.
8. Добиjено решење представља почетно решење за следећи временски ко-
рак.
SIMPLE алгоритам се базира на сличном принципу, с тим што се у форми-
рању одговараjућих система jедначина користи под-релаксациjа. Детаљан опис
овог алгоритма се може наћи у Ferziger & Peric, Ferziger and Peric´ (2002).
4.5 Основна структура OpenFOAM-a
За разлику од већине стандардних CFD програма, коjи имаjу тзв. функци-
онални приступ у дизаjнирању OpenFOAM jе био први програмски пакет за
нумеричку механику флуида коjи се базирао на обjектно ориjентисаном при-
ступу. То омогућава да се комплексни проблеми разложе на jедноставне модуле
(класе), коjе сe могу комбиновати.
4.5.1 Имплементациjа тензорских поља
Све физичке величине коjе фигуришу у jедначинама механике флуида, пре-
зентованим у Глави 2 се могу представити као тензори, од нултог до другог реда,
односно као скалари, вектори и тензори другог реда. С тога се у OpenFOAM-
у дефинишу три основне класe: scalarField, vectorField и tensorField. Овим
класама су у суштини описане уређене листе броjних података коjе представљаjу
тензоре, али у њима ниjе садржана информациjа коjа повезуjе ове броjне по-
датке са одговараjућом позициjом у прорачунском домену, тако да се на овом
нивоу могу спроводити само операциjе тензорске алгебре. Jедна од предности
C++ програмског jезика jе могућност коришћења истог оператора за суштин-
ски различите операциjе, па стога начин имплементациjе тензорке алгебре у
великоj мери подсећа на њену математичку нотациjу. Тако се исти операто-
ри могу примењивати на скаларним, векторским, и на тензорским пољима -
наjjедноставиjи пример jе оператор +, коjим се сабираjу одговараjућа поља.
Неки оператори су карактеристични само за векторска и тензорска поља као
што су скаларни, векторски или пак диадни производ, али jе њихова синтакса
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иста независно да ли се ради о вектору или тензору другог реда, и независно
од обjекта над коjим се спроводе.
Следећи ниво у начину описивања тензорских поља jе тзв.
”
геометриjско
тензорско поље“, у коме се, за разлику од претходне класе налази информа-
циjа о позициjи сваког тензора у прорачунском домену. Тако се дефинишу
volScalarField, volVectorField и volTensorField. За дефинициjу ових кла-
са се користи енкапсулациjа, коjом се поред информациjа везаних за позициjу
у прорачунском домену, налазе и информациjе о граничним условима, њего-
ве вредности у претходном временском кораку, као SI-jединице тог тензорског
поља. Код свих алгебарских операциjе коjе су имплементиране изнад овог ни-
воа, проверава се принцип димензиjске хомогености, тако да jе немогуће извр-
шити димензиjски некоректне операциjе.
Oдређивање извода тензора по просторним координата jе урађено на два
начина, као finiteVolumeCalculus или fvc::, где се одговараjући изводи ра-
чунаjу експлицитно, и finiteVolumeMethod или fvm:: где се изводи рачунаjу
на имплицитни начин. Резултат експлицитног начина рачунања jе ново
”
гео-
метриjско тензорско поље“, док jе резултат имлицитног начина одговараjућа
матрица. Класа fvc:: нема своjе приватне чланове и она само имплементира
статичку функциjу коjом се повезуjу два тензорска поља. Такође, jасна разли-
ка jе направљена између самих података и операциjе коjа се над њима обавља.
Тако се на пример тензор градиjента брзине, срачунат експлицитно на основу
познатог векторског поља брзине у коду описуjе као
volTensorField defRot = fvc::grad(U);
Из синтаксе се jасно види директна повезаност са математичким записом, и jед-
ноставност примене одговараjућих операциjа, над пољима физичких величина
чиjе су вредности познате у простору.
У ОpenFOAM-у су, поред временског извода ∂/∂t имплементирани сви про-
сторни изводи тензора - градиjент, дивергенциjа и ротор, односно ∇, ∇· и ∇×,
респективно. Такође, Лапласов оператор jе посебно имплементиран, што омо-
гућуjе бољу контролу дискретизациjе над овим чланом. Избор методе дискрети-
зациjе се налази на наjвишем нивоу кода. Захваљуjући обjектно-ориjентисаном
приступу, могуће jе вршити тестирања и побољшања диференцних шема неза-
висно од самог кода са коjим ће евентуално бити коришћене.
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4.5.2 Имплементациjа класа коjа описуjу парциjалне ди-
ференциjалне jедначине
Као што jе детаљно представљено у претходном делу ове главе, нумеричко
решење проблема струjања се састоjи од дискретизациjе полазних диференци-
jалних jедначина (полазног математичког модела), затим њиховом трансфор-
мациjом у систем линеарних алгебарских jедначина, и коначно решавањем тог
система jедначина, одговараjућом итеративном или директном методом.
У циљу коришћења стандардне математичке нотациjе и у случаjу матричног
представљања диференциjалних jедначина, дефинишу се класе fvMatrixScalar,
fvMatrixVector и fvMatrixTensor. У оквиру ових класа се дефинишу алокаци-
jа и адресирање мемориjе и избор солвера, и оне садрже одговараjуће матрице
коjе представљаjу полазне парциjалне диференциjалне jедначине. Стандардни
математички оператори + и − се могу примењивати у оквиру ове класе, и они
означаваjу сабирање, односно одузимање матрица. Чланови полазне диферен-
циjалне jедначине у коjима фигуришу изводи тензора су обично имплементира-
ни преко класе fvm::, тако да они даjу директан допринос формирању матрице
A. Начин третирања сваког члана jе директно повезан са одговараjућим нуме-
ричким разматрањима. Тако се на пример, као што jе већ показано у оквиру
потпоглавља 4.2, конвективни члан рачуна преко површинских интеграла по
површи коjе ограничаваjу контролну запремину (ћелиjу). Стога се конвектив-
ни члан у коду означава са ознаком div(phi, Q), где jе phi флукс, поље чиjе се
вредности дефинишу на површима коjе ограничаваjу контролну запремина, a Q
тензорска величина коjа се конвективно преноси тим флуксом, чиjа се вредност
дефинише у тежишту ћелиjе. Као што jе већ речено, Лапласов оператор jе им-
плементиран као посебан обjекат, а не као div(grad()), jер jе његово нумеричко
третирање специфично, обзиром да он представља дифузиони члан. Изворски
члан се може третирати експлицитно или имплицитно. У случаjу експлицит-
ног третирања, његове вредности се смештаjу у матрицу b jедначине (4.73),
док се у случаjу имплицитног третирања његове вредности смештаjу у матри-
цу A исте jедначине. При формирању изворског члана jе поново искоришћенo
преоптерећивање оператора (енг. operator overloading) за операторе сабирања
и множења, тако да jе у случаjу имплицитног третирања изворског члана, мо-
гуће сабирати чланове fvm + volTensorField. Формирање имплицитног члана
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jе омогућено преко функциjе Sp(a, Q), где jе Q тензорска величина чиjе jе ре-
шење тражи, а a одговараjући коефициjент.
Имаjући у виду претходно речено, могуће jе формирати одговараjућу мат-
ричну jедначину сумирањем одговараjућих чланова у полазноj парциjалноj ди-
ференциjалноj jедначини. На пример, формирање матрице коjе одговара век-
торском пољу брзине у Навиjе-Стоксова jедначина (2.20) се представља као
fvVectorMatrix UEqn
(
fvm::ddt(U) + fvm::div(phi, U) - fvm::laplacian(nu, U)
== fvc::grad(p);
);
где jе phi флукс сведен на jединицу површи.9 Таj флукс се одређуjе експли-
цитно, у претходном временског кораку. Притисак се одређуjе или из PISO или
SIMPLE алгоритма, у зависности од тога да ли се проблем третира као стаци-
онаран или нестационаран.
4.5.3 Топологиjа нумеричке мреже и гранични услови
Информациjе о прорачунском домену су повезане са одговараjућим тензор-
ским пољима преко класе fvMesh, у коjоj су садржане листе темена, полигонал-
них страна, граничних зона и листа ћелиjа. Те листе су описане у потпоглављу
4.1. Темена ћелиjа одређуjу геометриjу мреже, док jе осталим листама описа-
на топологиjа мреже. Листом граничних зона се дефинишу граничне површи
прорачунског домена, и за сваку површ у тоj листи jе дефинисан примарни
гранични услов (раван симетриjе, зид, и сл.). Гранични услови су такође им-
плементирани као интегрални део сваког геометриjског поља (поља тензорске
величине нултог, првог или другог реда чиjе се решење тражи). Сви физич-
ки гранични услови се изводе из основне класе fvPatchField. Ова класа пружа
исти тип информациjе, тj. има исти интерфеjс, али имплементациja те информа-
циjе може бити различита. Ово jе пример jош jедне важне особине програмског
jезика C++ - полиморфизма.
9Генерално, вектор флукса ϕ = ρU , али jе у случаjу нестишљивог флуида, ϕ = U , jер се
у том случаjу густина флуида може третирати као параметар.
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4.5.4 Начин имплементациjе турбулентних модела
Како се сви турбулентни модели суштински могу представити као допунски
члан ∇ ·R у Навиjе-Стоксовоj jедначини, они су у структури OpenFOAM кода
имплементирани као скуп различитих класа са истим интерфеjсом. Све те класе
се изводе, тj. наслеђуjу из основне виртуалне класе turbulenceModel. Избор
модела се врши у посебноj текстуалноj датотеци, а на основу тога се методом
показивача (pointers) се прави одговараjућа инстанца основне класе.
У делу кода OpenFOAM-a коjи jе намењен за решавање стационарних или
нестационарних проблема осредњеног турбулентног струjања, прво се дефини-
шу Реjнолдсове jедначине, на начин дат у листингу 4.1.
Листинг 4.1. Представљање Реjнолдсових jедначина у OpenFOAM коду.
fvVectorMatrix UEqn
(
fvm::ddt(U) + fvm::div(phi, U) + turbulence->divDevReff(U)
);
solve (UEqn == -fvc::grad(p));
Функциjа divDevReff() jе на неки начин универзална и она jе садржана у
свим турбулентним моделима базираним на принципу линеарне турбулентне
вискозности. Oна се у програмском коду дефинише на начин описан у листингу
4.2
Листинг 4.2. Представљање функциjе divDevReff() у OpenFOAM коду.








На основу синтакси датих у листингу 4.1 и 4.2 jе jедноставно написати и одго-
вараjућу математичку нотациjу, односно парциjалне диференциjалне jедначине
коjе су одређене тим линиjама кода. Имаjући у виду да je U временски осредњена
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брзина, функциjа divDevReff() jе дефинисана следећим математичким изра-
зом







где jе νeff = νt+ν ефективна вискозност, а са dev() je означен девиjаторски део
тензора градиjента осредњене брзине, тj.
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За случаj нестишљивог флуида jе ∇ · U = 0, па се израз своди на























тако да jе коначна jедначина, на основу листинга 4.1 и 4.2,
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коjа jе идентична jедначини (3.13), и при томе jе p ≡ P˜ . Дакле, листингом
4.1 jе представљено формирање одговараjуће матричне jедначине коjа одгова-
ра Реjнолдсовоj jедначини. Функциjом solve се та матрична jедначина решава,
позивањем изабраног итеративног метода. Као што jе речено, притисак се по-
везуjе са брзинским пољем преко PISO или SIMPLE алгоритма, а детаљниjе
обjашњење имплементациjе PISO алгоритма у ОpenFOAM коду се може наћи
у Ka¨rrholm (2008).
Начин одређивања турбулентне вискозности jе карактеристичан за сам тур-
булентни модел. На пример, у случаjу k-ε модела имплементациjа jедначине
кинетичке енергиjе турбуленциjе jе дата листингом 4.3, док jе имплементациjа
моделске jедначине дисипациjе кинетичке енергиjе приказана у листингу 4.4.
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fvm::ddt(k_) + fvm::div(phi_, k_)
+ fvm::SuSp(-fvc::div(phi_), k_) - fvm::laplacian(DkEff(), k_)
==





У оба листинга се поjављуjу допунски чланови коjи одговараjу дискретизаци-
jи конвективног члана, и коjи на известан начин врше корекциjу при његовом
одређивању. Наиме, физички и математички посматрано у случаjу струjања
нестишљивог флуида, конвективни чланови у jедначини преноса, било кинетич-




U · ∇k = ∇ · (k U) , U · ∇ε = ∇ · (ε U) ,
jер jе ∇·U ≡ divU = 0 на основу jедначине континуитета. Како у току нумерич-
ког прорачуна диверегенциjа векторског поља брзине може бити и различита од
нуле (али веома блиска нули), онда се одузимањем члана k∇·U , добиjа тачниjа
вредност конвективног члана у jедначинама за k и ε. Записано математички,
U · ∇k = ∇ · (k U)− k∇ · U = div(k U)− k divU,
а представљање у програмском коду одговара члановима
fvm::div(phi_, k_) + fvm::SuSp(-fvc::div(phi_), k_),
jер jе вектор флукса phi ≡ U у случаjу нестишљивог флуида. Додатни члан
се рачуна експлицитно на основу одређеног флукса у претходном итератив-
ном кораку, и он представља изворски члан (види jедначину (4.9)). Функци-
jом SuSp се описуjе начин третирања изворског члана, о чему ће бити више
речи нешто касниjе. У оба листинга коjима се дефинишу jедначине преноса
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Листинг 4.4. Имплементациjа jедначине дисипациjе кинетичке енергиjе турбуленци-














кинетичке енергиjе турбуленциjе и дисипациjе, поjављуjе се величина G. Она
представља члан продукциjе кинетичке енергиjе турбуленциjе, док величине
DkEff() и DepsilonEff() коjе представљаjу ефективне дифузионе коефициjен-
те у jедначини кинетичке енергиjе турбуленциjе, односно дисипациjе. Дефини-
циjа тих величина jе дата у листингу 4.5.
Листинг 4.5. Имплементациjа продукциjе кинетичке енергиjе турбуленциjе и ефек-
тивних коефициjената дифузиjе у jедначинима кинетичке енергиjе турбуленциjе и
дисипациjе у k-ε моделу.
volScalarField G("RASModel::G",nut_*2*magSqr(symm(fvc::grad(U_))));
DkEff() = nut_ + nu();
DepsilonEff() = nut_/Sigma_eps + nu();
Из записа израза за одређивање продукциjе кинетичке енергиjе турбуленциjе
у листингу 4.5 следи да jе она дефинисана као производ турбулентне вискоз-
ности и двоструке вредности квадрата интензитета симетричног дела тензора
градиjента осредњене брзине. Аналогни математички запис би био следећи: пр-
во, симетрични део тензора градиjента осредњене брзине jе дефинисан са






и он представља осредњени тензор брзине деформисања. Квадрат интензитета
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〉) ≡ ∣∣∣∣〈S〉∣∣∣∣ =√〈S〉 : 〈S〉 =√〈Sij〉 〈Sij〉 ⇒ ∣∣∣∣S∣∣∣∣2 = 〈Sij〉 〈Sij〉 .
Дакле, математички запис у индексноj нотациjи величине G из листинга 4.5 jе















































што jе еквивалентно са jедначином (3.24).
Ефективни коефициjенти дифузиjе у имплементациjи jедначина кинетичке
енергиjе турбуленциjе и дисипациjе су потпуно аналогни одговараjућим дифу-
зионим коефиjентима у jедначинама (3.35) и (3.36), имаjући у виду да jе σk = 1
у стандардном k-ε моделу (Табела 3.1).
Функциjама Sp и SuSp су дефинисани начини третирања изворског члана.
Функциjа Sp означава имплицитни начин третирања изворског члана, тако да
његове вредности се налазе унутар матрице A у jедначини (4.73), чиме се по-
већава њена диjагонална доминантност. Функциjом SuSp се изворски члан тре-
тира имплицитно, у случаjу да jе он негативан, и експлицитно у случаjу да jе
он позитиван. У случаjу експлицитног третирања вредности изворског члана
се смештаjу унутар вектора b jедначине (4.73).
Функциjама kEqn.relax() и еpsEqn.relax() над решењима из претходног
итеративног корака се врши подрелаксациjа, чиме се пригушуjу нагле осцил-
ациjе решења у току итеративног поступка.
Функциjом bound() се вредности кинетичке енергиjе турбуленциjе и диси-
пациjе ограничаваjу као увек позитивне.
И на краjу турбулентна вискозност, аналогно jедначини (3.31) jе одређена
изразом
nut_ = Cmu_ * sqr(k)/(epsilon_ + epsilonSmall_);
где jе epsilonSmall_ константа чиjа jе вредност 10−15, и коjа jе додата да би
избегло дељење са нулом.
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Имплементациjа зидних функциjа
Имплементациjа зидних функциjа на основу коjих се дефинишу гранични
услови за карактеристичне величине турбуленциjе директно следи из теориjске
анализе презентоване у потпоглављу 3.3.2, jедначине (3.40) и (3.41). Начин на
коjи су те jедначине имплементиране у OpenFOAM коду jе дат у листингу 4.6.
Константе Cmu25 и Cmu75 су у ствари jеднаке C0,25µ и C
0,75
µ респективно, и оне
Листинг 4.6. Начин имплементациjе граничног услова за дисипациjу кинетичке енер-
гиjе турбуленциjе применом зидних функциjа у ОpenFOAM коду.
forAll(nutw, faceI)
{
label faceCellI = patch().faceCells()[faceI];
scalar yPlus = Cmu25*y[faceI]*sqrt(k[faceCellI])/nuw[faceI];
epsilon[faceCellI] = Cmu75*pow(k[faceCellI], 1.5)/(kappa_*y[faceI]);













су дефинисане у претходним линиjама кода. Константа Cµ je константна k-ε
модела, и њена вредност jе обично jеднака 0,09. Величина G jе продукциjа ки-
нетичке енергиjе турбуленциjе (G=Pk), jер се у литератури често користи ознака
G за ту величину (види нпр. Davidson (2004)). На основу претходних размат-
рања у оквиру овог поглавља, jедноставно следи да карактеристични редови
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Поређењем са jедначинама (3.40) и (3.41), може се закључити да се у ориги-
налноj имплементациjи OpenFOAM-a, продукциjа рачуна преко ефективне вис-
козности. При турбулентним струjањима са великим вредностима Реjнолдсовог
броjа, турбулентна вискозност jе неколико редова величина већа од кинематич-
ке вискозности, тако да се у тим случаjевима ефективна вискозност практично
своди само на турбулентну вискозност.
4.5.5 Сопствена имплементациjа SSG модела у OpenFOAM
коду
Имплементациjа SSG модела у OpenFOAM коду jе урађена модификациjом
постоjећег LRR напонског модела, jер jе jедина разлика између та два модела у
начину моделирања тензора редистрибуциjе. Како се у OpenFOAM-у физичке
величине представљаjу као обjекти, а не преко своjих компоненти, пре саме
имплементациjе биле jе неопходно написати jедначину (3.88) у инвариjантном
облику, у коме ће сви чланови бити представљени као обjекти. Том приликом ће
се подразумевати да jе U ≡ 〈U〉 вектор осредњене брзине, S ≡ 〈S〉 и осредњени
тензор брзине деформисања и W ≡ 〈W〉 тензор вртложности. Имаjући то у
виду, jедначина (3.88) jе облика


























+C5k (bikWjk + bjkWik)︸ ︷︷ ︸
Πij,5
, (4.99)
односно, написана у инвариjантном облику
Π = Π1 +Π2 +Π3 +Π4 +Π5. (4.100)
Сада jе неопходно на основу записа у индексноj нотациjи, и на основу израза
за компоненте тензора Πij,1 −Πij,5 датих у jедначини (4.99) одредити изразе за
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тензоре Π1 −Π5.
Тензор Π1 je одређен изразом























Тензор Π2 je одређен изразом
Π1 = C2ε
(
















≡ C2 ε dev
(
b · b) , (4.102)
где jе са dev означен девиjаторски део тензора.

















∣∣∣∣ b ∣∣∣∣ ) k S, (4.103)
где jе
∣∣∣∣ b ∣∣∣∣ ≡√ b : b норма тензора b, што jе уjедно и његова друга инвариjанта,
док осредњени тензор брзине деформисања представља симетрични део тензора
градиjента брзине, тj.






Имаjући у виду да су осредњени тензор брзине деформисања и нормали-
зовани тензор анизотропиjе симетрични тензори, односно S = ST , тj. b = bT ,
тензор Π4 je одређен изразом
Π4 = C4k
[
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У последњем члану jедначине (4.100), односно (4.99), фигурише тензор врт-









Како jе W асиметрични тензор, W = −W T , тензор Π5 jе одређен изразом:
Π5 = C5k
(
b ·W T +W · bT ) = C5k (−b ·W −W T · bT )
= −C5k
[
b ·W + (b ·W )T] = −2C5 k symm ( b ·W ) (4.107)
Заменом jедначина (4.101)-(4.107) у jедначину (4.100), добиjа се инвариjант-

























∣∣∣∣ b ∣∣∣∣ ) k S
+C4k
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b ·W T +W · bT ) (4.108)
Инвариjантне форме моделских jедначина осталих чланова на десноj страjни
jедначине преноса турбулентних напона,
∂ R
∂t
+∇ · [〈U〉 ⊗ R] = P − ε+Π +D + ν∇2R (4.109)
су:
• тензор продукциjе, jдн. (3.50)
P = − [R · ∇U + (R · ∇U)T ] = −2 symm (R · ∇U) (4.110)
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• тензор дифузиjе








Тензор дисипациjе у jедначини (4.109) одређуjе на основу свог изотпропног
дела, односно дисипациjе ε. Она се, као што jе већ речено, одређуjе из своjе
jедначине преноса, чиjи jе запис у индексноj нотациjи jедначином дат (3.63).
Њен инвариjантни облик jе
∂ε
∂t












где jе Pk продукциjа кинетичке енергиjе турбуленциjе дефинисанa jедначином
(3.19), односно







Листинг 4.7. Начин имплементациjа jедначине дисипациjе у SSG моделу.
volSymmTensorField P = -twoSymm(R_ & fvc::grad(U_));















Jедначина (4.113) се у коду имплементира пре jедначине преноса турбулент-
них напона, jер вредности  одређене у њоj представљаjу изворски члан у jед-
начини преноса турбулентних напона. Део програмског кода коjи се односи на
126
Глава 4. Методологиjа прорачуна и њена примена у OpenFOAM-у
имплементациjу моделске jедначине дисипациjе jе дат у листингу 4.7
Функциjом twoSymm се одређуjе двострука вредност симетричног дела тен-
зора, па jе први ред у листингу 4.7 аналоган jедначини (4.110), односно њиме
се представља одређивање тензора продукциjе на основу познатих поља брзине
и турбулентних напона из претходног итеративног корака. Са Pk jе означена
продукциjа кинетичке енергиjе турбуленциjе. Последњи члан jедначине (4.113),
−Cε2ε2/k, посматрано са аспекта генералне форме jедначине преноса (4.9) у ме-
тоди контролних запремина, представља изворски члан. Како jе он увек нега-
тиван, jер су k и ε увек позитивни, он се третира имплицитно, jер ће његове
негативне вредности директно утицати на повећање диjагоналне доминантно-
сти матрице коjа се добиjа дискретизациjом jедначине преноса дисипациjе ε.
Листинг 4.8. Имплементациjа jедначине преноса турбулентних напона у OpenFOAM
код на основу SSG модела.
volTensorField nablaU = fvc::grad(U_);
volTensorField S = symm(nablaU);
volTensorField W = 0.5*(nablaU.T() - nablaU);
volSymmTensorField B = dev(R_)/(2*k_);
volScalarField IIb = B && B;












+ 1.0/3.0*(Cssg1_*epsilon_ + Cssg1Ast_*Pk)*I
+ Cssg2_*epsilon_*dev(B & B)
+ (Cssg3_ - Cssg3Ast_*mag(B))*k_*S
+ Cssg4_*k_*(twoSymm(B & S.T()) - 2.0/3.0*(B && S)*I)




Имплементациjа jедначине преноса турбулентних напона се директно базира
на jедначинама (4.100)-(4.112). Пре тога jе потребно одредити остале величине
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коjе се поjављуjу у тензору редистрибуциjе, а то су осредњени тензор брзине
деформисања и вртложности, као и тензор анизотропиjе. Први корак у том
смеру jе експлицитно израчунавање компоненти тензора брзине деформисања,
у сваком временском (итеративном) кораку, у свакоj ћелиjи мреже. То jе дефи-
нисано првим редом у листингу 4.8. Следећа два реда се односе на експлицитно
израчунавање тензора брзине деформисања и тензора вртложности. Величина
B представља тензор анизотропиjе, а IIb и IIIb су његова друга и трећа ин-
вaриjанта. Трећа инвариjанта не фигурише у изразу за SSG модел, али она jе
одређена да би се током прорачуна пратиле њихове вредности.
Део тензора Π1, jдн. (4.99), у коме фигурише тензор турбулентних напона
се третира имплицитно, тако да се вредности тог члана смештаjу у матрицу
A система линеарних jедначина чиjим се решавањем добиjаjу расподеле турбу-
лентних напона у ћелиjама прорачунског домена.
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All models are wrong, but some models are useful.
(Сви модели су погрешни, али су неки корисни.)
George E. P. Box (1919-2013)
5
Прорачун осносиметричног
вихорног струjања у цеви
У овоj глави се презентуjу резултати нумеричких прорачуна на случаjеви-
ма вихорног струjања у цеви, коришћењем турбулентних модела из главе 3
и нумеричких метода датих у глави 4. Генератор вихора се у прорачунима у
оквиру ове главе не моделира, већ се као улазни подаци задаjу измерене вред-
ности физичких величина у првом мерном пресеку. Проблем се разматра као
дводимензиjски-осносиметричан и статистички стационаран, па се нумерички
решава систем jедначина (3.7), (3.8). Ради jедноставности записа, временски
осредњене проjекциjе брзина у аксиjалном, радиjалном и обимском правцу ће
бити означене са U , V и W .
5.1 Осносиметрично вихорно струjање у цеви са
профилом Ранкиновог вртлога
На слици 5.1 jе приказана скица инсталациjе за експериментално истражи-
вање вихорног струjања у цеви, Cˇantrak (1981).1
Инсталациjа се састоjи од радиjалног спроводног апарата, мерне цевне део-
нице и радиjалног вентилатора. Посредством радиjалног спроводног апарата,
1Љубазношћу проф. Светислава Чантрака били су ми доступни експериментални резул-
тати коришћени у овоj глави, на чему му искрено и од срца захваљуjем
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чиjе подешљиве лопатице граде угао αs са радиjалним правцем, аксиjалном
струjању се суперпонира компонента брзине у обимском правцу. На оваj начин
jе било могуће произвести дефинисано струjно поље блиско моделу Ранкино-
вог вртлога. За αs 6= 0 настаjу све три компононенте брзине, дакле, како у
аксиjалном, тако и у радиjалном и обимском правцу. Прелаз од мерне деонице
ка вентилатору остварен jе еластичном везом, а иза вентилатора jе деоница за
мерење и контролу запреминског протока. Калибрациjа пригушнице (излазног
млазника) jе извршено у експериментима помоћу улазног млазника. Пречник
цеви jе D = 2R = 200mm, средња брзина Um = 4V˙ /D
2pi = 21, 41m/s и Реjнол-
дсов броj Re = UmD/ν = 2, 835 · 105. Мерења су обављена у седам пресека цеви,
у 12 сврсисходно распоређених тачака дуж полупречика сваког попречног пре-
сека и за три jачине вихора2 θp = 0.229, θp = 0.385 и θp = 0.429 коjе одговараjу
угловима αs = 15







x∗ = 0 x∗ = 33 x∗ = 90
αs лопатице спроводног апарата
радиjални вентилатор
мерни пресеци
Слика 5.1. Скица инсталациjе на коjоj jе вршено експериментално истраживање
вихорног струjања у правоj цеви презентовано у Cˇantrak (1981). Бездимензиjско рас-
тоjање x∗ je дефинисано као x∗ = x/R.
Комерциjалне трожичне DISA сонде са усиjаним влакнима су коришћене
за мерење тренутних вредности све три компоненте брзине. Истраживање тур-
булентних карактеристика jе спроведено како аналитички, тако и у фреквент-
ном домену, применом дигиталне статистичке анализе за обраду више стотина
хиљада тренутних вредности. Сви остали детаљи о експерименталном штан-
ду, мерним методама, статистичкоj обради мерних података, конструктивним








где jе U временски осредњена аксиjална, а W временски осредњена обимска брзина.
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карактеристикама сонде и грешкама при мерењу дати су у раду Cˇantrak (1981).
5.1.1 Дефинисање неопходних параметера за нумерички
прорачун струjања
Поступак нумеричког решавања проблема струjања се састоjи од неколико
корака. То су:
• генерисање геометриjе или домена у коме се одвиjа струjање
• просторна дискретизациjа тог домена генерисањам нумеричке мреже
• дефинисање граничних и почетних услова физичких величина
• избор турбулентног модела, начина дискретизациjе чланова у jедначина-
ма коjе се решаваjу, као и избор вредности карактеристичних параметара
(временски корак у случаjу нестационарних проблема, избор коефициjе-
ната надрелаксациjе, итд.)
• избор итеративне методе за решавање система линеарних jедначина коjе
се добиjаjу просторно-временском дискретизациjом
• решавање jедначина, на основу свих предходно дефинисаних услова
• анализа и представљање резултата (ако jе претходни корак довео до ре-
зултата; ако ниjе онда се мораjу проверити сви претходни кораци)
Прорачунски домен и генерисање нумеричке мреже
Како се проблем третира као равански-осносиметричан, прорачунски домен
представља исечак цеви, облика тростране призме. База те призме jе jеднако-
краки троугао, чиjи су краци jеднаки полупречнику R цеви, а његова висина
jеднала дужини цеви, тj. дужини прорачунског домена, слика 5.2. Угао између
кракова jеднакокраког троугла мора бити мањи од 5◦, па jе усвоjена његова
вредност од 3◦. Како jе последњи мерни пресек одређен координатом x∗ = 90, а
полупречник R = 0.1m изабрана jе дужина прорачунског домена од L = 10m.
Нумеричка мрежа jе генерисана користећи апликациjе уграђене у OpenFOAM.
Као прво, мрежа се дефинише као блок-структуирана, у одговараjућоj ASCII
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текстуалноj датотеци (blockMeshDict). У тоj датотеци темена, блокови и гра-
ничне површи се мораjу дефинисати следећи одговараjућа правила.3 Прорачун-





















Слика 5.2. Прорачунски домен код осносиметричног струjања
Расподела ћелиjа у мрежи jе неуниформна, како у правцу x1, тако и x2 прав-
цу. У зони око зида и у зони око осе ширина ћелиjа се смањуjе, док се идући
од улаза ка излазу ширина ћелиjа благо повећава, због очекиваних већих гра-
диjената физичких величина у тим зонама. У x3 правцу мрежа има само jедну
ћелиjу, jер се проблем разматра као равански-осносиметрични. У том смислу, на
бочним странама у истоj ASCII датотеци латералне површи тростране призме
се дефинишу као две одвоjене површи типа wedge. Дефинициjа тог типа површи
jе таква да су вредности физичких величина у одговараjућим тачкама коjе су
симетричне у односу на осу x2, а коjе леже на површима типа wedge, jеднаке.
То jе уjедно и основни гранични услов за све физичке величине на тим повр-
шима. Са апликациjом blockMesh тако дефинисана блок-структуирана мрежа
се трансформише у неструктуирану мрежу, односно листу датотека дефиниса-
них у потпоглављу 4.1. Коришћењем GNU М4 макро процесора4 дефинисани
су одговараjући параметри мреже као што су димензиjе прорачунског домена,
ширина прве ћелиjе коjа се налази непосредно уз зид, затим броj ћелиjа у блоко-
вима, и сл. На таj начин jе омогућено да се нова нумеричка мрежа за геометриjу
приказану на слици 5.2 генерише само променом жељених параметара.
3Види OpenFOAM User Guide, http://www.openfoam.org/docs/user
4http://www.gnu.org/software/m4
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Дефинисање граничних услова
Улазна површ (inlet). На улазу су задате вредности компоненти брзи-
на и компоненти тензора турбулентних напона (за случаj примене напонских
модела). Те вредности нису константне по попречном пресеку, али су у датоj
тачки фиксне, и не мењаjу се у времену. Вредности величина у центрима повр-
ши коjе се налазе између мерних тачака су одређене интерполационом методом
инверзне удаљености са тежинским коефициjентима (inverse distance weighting).
У случаjу примене двоjедначинских модела задате су измерене вредности ки-
нетичке енергиjе турбуленциjе, док су вредности дисипациjе у мерним тачкама








где jе l0 карактеристична размера макровртлога на улазноj површи, за коjу jе
претпостављено да jе jеднака 20% полупречника цеви.
За притисак на улазноj површи задат jе Фон Ноjманов гранични услов, где
jе узето да jе градиjент притиска у правцу струjања jеднак нули.
Зид цеви (wall). На зиду цеви jе задато да су све компоненте вектора
брзине jеднаке нули, док jе за притисак задат градиjент притиска jеднак нули
у правцу нормале на зид.5 У случаjу двоjедначинских модела су коришћене
зидне функциjе као гранични услови за k, ε и ω, док су у случаjу формулациjе
модела за мале вредности Реjнолдсових броjева задато да jе k = 0, a градиjент
ε у правцу нормале на зид jеднак нули.
Излаз (outlet). На излазу jе задат градиjент у правцу нормале на по-
врш jеднак нули за брзину, и све турбулентне величине. Како jе код вихорног
струjања промена притиска у радиjалном правцу jако изражена и пропорцио-
нална квадрату обимске брзине, за притисак jе коришћен гранични услов у коме
jе задата константна средња вредност притиска на површи. Како jе расподела



















jер jе на зиду r = R, а обимска брзина W = 0.
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притиска директно одређена брзинским пољем, приликом рачунања притис-
ка коришћењем SIMPLE алгоритма, добиће се jединствена расподела притиска
коjа одговара израчунатом брзинском пољу на излазу, чиjа jе средња вредност
задата. Како се ради о струjању нестишљивог флуида, сама вредност притиска
нема значаjа, већ разлика притиска, тако да jе усвоjена средња вредност P = 0
на овоj површи.
Дефинисање метода дискретизациjе
Изабране су методе дискретизациjе другог реда тачности за све конвективне
чланове. Ради стабилности прорачуна, у почетку прорачуна jе коришћена узвод-
на схема за карактеристике турбуленциjе (кинетичка енергиjа и дисипациjа и
тензор турбулентних напона), па jе после одређеног броjа итерациjа метод дис-
кретизациjе промењен на други ред тачности.
У случаjу прорачуна са двоjедначинским моделима, у свим случаjевима
струjање jе разматрано као стационарно, па су коришћене методе надрелак-
сациjе. Код прорачуна коришћењем напонских модела, вредности коефициjе-
ната надрелаксациjе су имале велики утицаj на стабилност и конвергенциjу
прорачуна, и њихове вредности за турбулентне карактеристике су биле мање
у поређењу са вредностима код двоjедначинских модела. У случаjу струjања
са већим интензитетом вихора, стационарни прорачун са напонским моделима
ниjе конвергирао. У тим случаjевима проблем jе третиран и прорачунаван као
нестационаран, са применом Оjлерове методе дискретизациjе временског члана.
Разлог за то jе чињеница да присуство временског члана повећава диjагоналну
доминантност матрице, што директно утиче на побољшање стабилности нуме-
ричког прорачуна. Током тог прорачуна, вредности физичких величина посте-
пено теже вредностима коjе одговараjу стационарном стању. Код прорачуна са
SSG моделом, у свим случаjевима jе коришћен оваj приступ, тj. струjање jе
разматрано као нестационарно.
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Избор метода решавања система линеарних jедначина
Како jе решавање jедначине за притисак наjзахтевниjе по питању броjа
итерациjа, за њу jе изабрана jе геометриjска мултигрид метода, или скраће-
но GAMG (Geometric Agglomerated Algebraic Multi Grid) метода. За пригуши-
вање компоненти високих фреквенциjа вектора грешке у итеративном поступку
GAMG методе, изабрана метода конjугованих градиjената са прекондиционери-
ма. За остале величине изабране су итеративне методе са пригушивање компо-
ненти високих фреквенциjа вектора грешке, Гаус-Заjделовом методом. У избору
метода за решавање система линеарних jедначина не постоjе стриктна правила,
и она се могу разликовати од проблема до проблема. Правилан избор методе
може да повећа стабилност и да смањи време прорачуна, али у сваком случаjу
све методе би требале да даjу исте резултате, са унапред прописаном грешком.
Тако jе изабрано да jе критериjум за краj прорачуна да резидуали свих величи-
на буду мањи од 10−6. Више детаља о итеративним методама решавања система
линеарних jедначина коjе су jављаjу у нумеричкоj механици флуида се може,
између осталог, наћи у Saad (2003).
5.1.2 Нумерички резултати добиjени применом двоjедна-
чинских мoдела
За случаj модела коjи користе зидне функциjе, изабрана jе вредност од
1, 5mm за ширину прве ћелиjе непосредно уз зид, што jе одговарало вредно-
сти од y+ ∼ 25. Код прорачуна са двоjедначинским моделима коjи прорачуна-
ваjу вискозни подслоj, изабрана jе вредност од 0, 01mm за ширину прве ћелиjе
непосредно уз зид, што jе одговарало вредности од y+ ∼ 0.4.
На сликама 5.3 и 5.4 су приказана поређења експерименталних резултата
из Cˇantrak (1981) и резултата добиjених нумеричким прорачуном за временски
осредњену аксиjалну и обимску брзину, коришћењем RNG k-ε модела, затим
Лаундер-Шарминог k-ε (LS k-ε ) модела за мале вредности Реjнолдсовог броjа
и k-ω SST модела, за три различита интензитета вихора. Moже се приметити да
сви модели даjу приближно иста предвиђања профила брзина у свим мерним
пресецима, и да су у готово свим случаjевима присутна велика неслагања из-
међу експерименталних и нумеричких резултата како у случаjу аксиjалне, тако
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и у случаjу временски осредњене обимске брзине.
Неслагање између експерименталних и нумеричких резултата у случаjу ак-
сиjалне брзине jе посебно изражено у зони око осе цеви и та одступања постаjу
све изражениjа са повећањем jачине вихора. Сви двоjедначински модели пре-
двиђаjу готово идентичне профиле аксиjалних брзина у свим мерним пресецима
и за све jачине вихора - профиле коjи одговараjу потпуно развиjеном турбулент-
ном струjању. Посматраjући резултате у случаjу струjања са наjмањим интен-
зитетом вихора (θp = 0,229), неслагање између експерименталних и нумеричких
резултата jе наjизражениjе у пресеку наjближем генератору вихора одређеним
бездимензиjским растоjањем x/R = 33. У низструjним пресецима степен несла-
гања постаjе све мањи, и у пресеку x/R = 90 неслагања практично и нема, и
k-ω SST модел даjе нешто боља предвиђања за профил аксиjалне брзине у од-
носу на RNG k-ε и LS k-ε модел. Са повећањем интензитета вихора, аксиjална
брзина се све више смањуjе у зони око осе цеви, и потребна jе већа дужина
цеви од x/R = 90 да би се успоставио профил потпуно развиjеног турбулентног
струjања.
Сви тестирани модели, изузев у зони зида, даjу физички погрешно пре-
двиђање профила обимске брзине. Иако jе на улазу задат профил Ранкиновог
вртлога сви двоjедначински модели предвиђаjу профил ротациjе крутог тела.
Вредности обимске брзине у зони 0,6 < r/R < 1 добиjене нумеричким прора-
чуном су у добром слагању са експерименталним вредностима, али у области
од осе до половине полупречника присутно jе велико неслагање, посебно у мер-
ним пресецима ближим генератору вихора. Са повећањем интензитета вихора,
неслагање jе jош изражениjе, слика 5.4.
Вредности кинетичке енергиjе турбуленциjе добиjене нумеричким прорачу-
ном су у области око осе цеви неколико редова величина мање од експери-
менталних вредности. У зони зида модели такође предвиђаjу мање вредности
кинетичке енергиjе турбуленциjе него што то показуjу експерименти. На слици
5.5 су приказани профили кинетичке енергиjе у карактеристичним мерним пре-
сецима за jачину вихора θp = 0,229. Сви наведени трендови су такође присутни
и веће jачине вихора, с тим што су у том случаjу одступања у зони око осе цеви
jош већа.
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Слика 5.3. Поређење експерименталних резултата са резултатима нумеричког про-
рачуна коришћењем двоjедначинских модела за профиле временски осредњених ак-
сиjалних брзина, за три различите jачине вихора. (а) θp = 0,229; (б) θp = 0,385 и (в)
θp = 0,429.
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Слика 5.4. Поређење експерименталних резултата са резултатима нумеричког прора-
чуна коришћењем двоjедначинских модела за профиле временски осредњених обим-
ских брзина, за три различите jачине вихора. (а) θp = 0,229; (б) θp = 0,385 и (в)
θp = 0,429.
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Спроведена истраживања су показала да сви двоjедначински модели бази-
рани на линеарном концепту турбулентне вискозности нису погодни за нуме-
рички прорачун осносиметричног вихорног струjања са Ранкиновим профилом
обимске брзине, посебно у случаjу струjања са великим интензитетом вихора.
Свакако да jе главни разлог за то основна претпоставка на коjоj се ти модели
базираjу, а то jе да jе тензор турбулентних напона преко скаларне турбулентне
вискозности линеарно пропорционалан осредњеном тензору брзине деформи-
сања. Такође, последица Бусинескове хипотезе jе предвиђање да су нормални
турбулентни напони приближно jеднаки међусобно, док ескперименти показуjу



































Слика 5.5. Поређење експерименталних резултата са резултатима нумеричког про-
рачуна коришћењем двоjедначинских модела за профиле кинетичке енергиjе турбу-
ленциjе за jачину вихора θp = 0,229.
У оквиру овог дела истраживања, тестирани су нелинеарни, квадратни и
кубни k-ε модел, презентовани у Shih et al. (1993). Ни ови модели нису показа-
ли предност у односу на остале моделе базиране на линеарном концепту турбу-
лентне вискозности за оваj случаj вихорног струjања. Ови модели су показали
као мање робустни, и било jе потребно око четири пута више итерациjа у одно-
су на моделе базиране на линеарном концепту. У истраживању датом у Huang
et al. (2006) наводи се да се у случаjу цеви коjа ротира константном угаоном
брзином око своjе подужне осе jедино нелинеарни модели са кубном зависно-
шћу између турбулентних напона и осредњених тензора брзине деформисања
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и тензора вртложности могу предвидети профил обимске брзине различит од
профила коjи одговара ротациjи крутог тела. Међутим, у овом случаjу вихор-
ног струjања у цеви, чак и кубни k-ε модел предвиђа увек профил принудног
вртлога за обимску брзину у читавом пресеку цеви.
5.1.3 Нумерички резултати добиjени применом LG и SSG
напонских модела
У оквиру овог потпоглавља даjу се резултати нумеричких прорачуна ко-
ришћењем напонских модела. Спроведена су тестирања три напонска модела:
LRR, LG и SSG. Mодели LRR и LG даjу сличне резултате, како за осредњене
брзине тако и турбулентне напоне, с тим што се LG модел показао као ро-
бустниjи, и генерално гледано његови резултати су у нешто бољем слагању са
резултатима експеримента него резултати LRR модела. То се посебно односи на
зону зида. Како jе разлика у ова два модела у члану рефлексиjе притиска од
зида коjи jе присутан у LG моделу, док jе он занемарен у LRR моделу (види
потпоглавље 3.4.3), може се закључити да то утиче на нешто тачниjе резултате.
На сликама 5.6 и 5.7 jе приказано поређење експерименталних и нумерич-
ких резултата за профиле осредњених брзина добиjених коришћењем напонских
модела. Oно што се прво примећуjе jе знатно боље, како квалитативно тако и
квантитативно слагање са експерименталним резултатима у већини мерних пре-
сека, него у случаjу резултата двоjедначинских модела, приказаних на сликама
5.3 и 5.4.
На основу резултата за профиле временски осредњених брзина, може се
констатовати да SSG модел предвиђа већи градиjент аксиjалне брзине у зони
зида, односно већу вредност брзине у првоj мерноj тачки у поређењу са LG
моделом. Могуће обjашњење те поjаве jе у чињеници да LG модел обухвата
утицаj рефлексиjе притиска од зида, као и његово пригушење у тоj области,
док у формулациjи SSG модела тог члана нема. Оба модела користе зидне
функциjе, па то такође може имати утицаjа на тачност прорачуна у зони зида.
Међутим, експериментална истраживања презентована у Kitoh (1991), у коме jе
такође истраживано вихорно струjање у правоj цеви су показала да се универ-
зални логаритамски профил слаже у доброj мери са резултатима експеримента
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све до вредности y+ = 200, што наводи на закључак да jе коришћење зид-
них функциjа као граничног услова на зиду цеви оправдано. С друге стране,
Jakirlic´ et al. (2002) су нумеричким истраживањем дошли до закључака да HJ
(Hanjalic-Jakirlic) напонски модел коjи прорачунава и вискозни подслоj даjе
нешто боља слагања са експерименталним резултатима презентованим у Kitoh
(1991). Међутим, таква формулациjа модела чини прорачун знатно комплико-
ваниjим са аспекта стабилности прорачуна и конвргенциjе решења.
У зони слободног втрлога, у коме аксиjална брзина има веома мали гра-
диjент у радиjалном правцу, оба модела даjу приближно исте резултате коjи су
у веома добром слагању са резултатима експеримената. Наjуочљивиjа разлика
између резултата LG и SSG модела за поље аксиjалних брзина jе у зони око
осе цеви, посебно за веће интензитете вихора - слика 5.6(б) и (в). LG модел
предвиђа већу брзину у оси него што то показуjу експерименти, док SSG мо-
дел у пресецима са мањом бездимензиjском координатом x/R даjе знатно боље
резултате у тоj зони. Међутим, са друге стране SSG модел предвиђа знатно
спориjи пораст аксиjалне брзине у оси него што то показуjе експеримент, тако
да jе присутно релативно велико неслагање са експерименталним резултатима
у посследња два мерна пресека, x/R = 70 и x/R = 90. Таj спориjи пораст ак-
сиjалне брзине у оси jе такође примећен у Chen and Lin (1999), у коме jе такође
вршен нумерички прорачун вихорног струjања у цеви са профилом Ранкиновог
вртлога коришћен SSG модела. Аутори су користили експерименталне резулта-
те презентоване у Kitoh (1991). Резултати SSG модела су покали боље слагање
са експерименталним резултатима за аксиjалну брзину у зони осе цеви, али ако
се упореде ти експериментални резултати са резултатима експеримената коjи
се разматраjу у оквиру овог поглавља, профили аксиjалних брзина задржаваjу
малу вредност у оси цеви на знатно већоj бездимензиjскоj дужини. Tакође, у
тим експериментима jе било присутно и повратно струjање у зони jезгра. Таj
феномен ниjе присутан у експериментима коjи се овде разматраjу, чак и за
наjвећу вредност интензитета вихора.
За разлику од двоjедначинских модела коjи предвиђаjу профил принудног
вртлога обимске брзине, оба напонска модела предвиђаjу профиле типа Ран-
киновог вртлога, што jе у квалитативном слагању са експериментом. Може се
констатовати да LG модел даjе нешто боља слагања са експерименталним ре-
зултатима за профиле обимских брзина. Модел SSG предвиђа знатно спориjе
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Слика 5.6. Поређење експерименталних резултата са резултатима нумеричког про-
рачуна коришћењем напонских модела за профиле временски осредњених аксиjалних
брзина, за три различите jачине вихора. (а) θp = 0,229; (б) θp = 0,385 и (в) θp = 0,429.
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промене интензитета обимске брзине у аксиjалном правцу, односно знатно спо-
риjе одумирање вихора. Такође, максимум профила обимске брзине се у низ-
струjним пресецима помера ближе радиjусу, тj. SSG модел предвиђа смањење
зоне jезгра у коме профил ротира као круто тело у низструjним пресецима,
док LG модел предвиђа приближно константу дебљину зоне jезгра. SSG модел
предвиђа и нешто веће вредности обимске брзине у низструjним пресецима, са
jасно израженим профилом Ранкиновог вртлога чак и последњем мерном пресе-
ку. Модел LG, као и експеримент предвиђа да jе у том мерном пресеку обимска
брзина приближно константна. У области 0,7 < r/R < 1 вредности обимске
брзине коjе предвиђа SSG модел предвиђа су мање од измерених вредности, и
у самоj зони зида, тj. у првоj мерноj тачки тачки наjближоj зиду (r/R = 0,96)
та одступања су наjвећа. Са друге стране, LG модел даjе добра квантативна
предвиђања обимске брзине у тоj области.
У табели 5.1 су дата поређења вредности вихорних броjева срачунатих на
основу формуле (1.3) у посматраним мерним пресецима. Moже се закључити
да у случаjу вихора средње jачине SSG модел даjе прилично добра слагања
вредности вихорног броjа са његовим вредностима срачунатим на основу екс-
перименталних података. За остале две jачине вихора LG модел даjе вредности
вихорног броjа коjе су ближе вредностима срачунатим на основу експеримен-
талних података.
Табела 5.1. Вредности вихорних броjева у посматраним мерним пресецима за разне
jачине вихора.
Мерни пресеци
0 33 50 70 90
Вихoр 15
Експеримент 0,302 0,256 0,164 0,201 0,198
LG модел 0,302 0,239 0,209 0,179 0,153
SSG модел 0,302 0,229 0,201 0,172 0,147
Вихoр 30
Експеримент 0,403 0,296 0,258 0,220 0,192
LG модел 0,403 0,314 0,276 0,236 0,202
SSG модел 0,403 0,300 0,262 0,223 0,190
Вихoр 45
Експеримент 0,433 0,357 0,321 0,304 0,282
LG модел 0,433 0,334 0,295 0,255 0,220
SSG модел 0,433 0,324 0,282 0,246 0,225
Оно што се примећуjе на основу података у табели 5.1 jе да се за jачину
вихора θp = 0,229 (вихор 15), у случаjу експериметалних података, вредност
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Слика 5.7. Поређење експерименталних резултата са резултатима нумеричког про-
рачуна коришћењем напонских модела за профиле временски осредњених обимских
брзина, за три различите jачине вихора. (а) θp = 0,229; (б) θp = 0,385 и (в) θp = 0,429.
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вихорног броjа у пресеку x∗ = 50 мања од вредности у низструном пресеку
x∗ = 70. Ово jе показатељ да се експериментални резултати у том мерном
пресеку требаjу узети са одређеном дозом резерве. Касниjа анализа расподе-
ле турбулентних напона у том пресеку ће показати физички немогућа стања
турбуленциjе, тако да се релевантност експерименталних података у том пресе-
ку може одбацити.
Овде jош треба додати и следеће. Обично се код вихорних струjања у цеви
осредњена радиjална компонента брзине, како у мерењима, тако и при нумерич-
ким симулациjама занемаруjе. Она jе заиста, по правилу за ред величине мања
од остале две компоненте брзине. Међутим, управо су градиjенти радиjалне
брзине у радиjалном правцу оно што одређуjе промене аксиjалне брзине у ак-
сиjалном правцу. То директно следи из jедначине континуитета за случаj осно-












У оси цеви, а и на зиду, временски осредњена радиjална брзина jе физички
jеднака нули,6 што значи да jе први члан на десноj страни jедначине jеднак



















Дакле, ако осредњена аксиjална брзина у оси расте у низструjном правцу,
што показуjу експерименти и резултати нумеричких прорачуна, онда, на осно-
ву jедначине континуитета следи да градиjенти радиjалне брзине у радиjалном
6Овде треба напоменути да jе jако тешко генерисати вихор коjи ће бити осносиметричан,
jер као што jе познато и наjмањи поремећаjи итекако мењаjу структуру турбуленциjе. Тако
да jе у експериментима могуће добити да jе радиjална компонента брзине, а самим тим и
обимска, различите од нуле у оси цеви. Генерално, методом анемометриjе са усиjаним влак-
нима jе готово и немогуће мерити у самоj оси цеви, jер ту долази до наглих промена правца,
па и смера вектора брзине.
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правцу мораjу бити негативни. У том случаjу, ако jе у оси V = 0, онда следи
да радиjална брзина у непосредноj близини осе мора бити негативна, да би гра-
диjент ∂rV био негативан у оси. Резултати нумеричких прорачуна напонским
моделима показуjу да функциjа U = U(x) у оси ниjе константно растућа функ-
циjа, за разлику од двоjедначинским модела коjи предвиђаjу констатан раст, до
























Слика 5.8. Експериментални профили радиjалне брзине у мерним пресецима x/R =
0 и x/R = 33 за све три jачине вихора.
На слици 5.8 су приказани експериментални резултати за профиле осредње-
них радиjалних брзина у мерним пресецима x/R = 0 и x/R = 33. Профили
радиjалне брзине у пресеку x/R = 0 су задати на улазу. Подразумеваjући да
jе у оси радиjална брзина jеднака нули, може се констатовати да jе у пресеку
x/R = 0 њен градиjент у оси наjмањи за наjслабиjи вихор, и да он расте са
порастом jачине вихора. Meђутим, може се претпоставити да jе таj градиjент
позитиван, што повлачи за собом да jе у том пресеку у оси ∂xU < 0. У пресеку
x/R = 33 градиjент радиjалне брзина у случаjу наjслабиjег вихора мења знак и
постаjе негативан, док се за вихор наjвећег интензитета он драстично повећава,
као и уосталом и сам интензитет брзине. У зони зида су присутне промене знака
радиjалне брзине. Имаjући у виду да jе V = 0 на зиду, а такође je ∂rV = 0, у
области 0,96 < r/R < 1 су присутне нагле промене градиjента радиjалне брзине
у радиjалном правцу. Ове сложене промене радиjалне брзине добиjене експе-
риментом се не рефлектуjу на толико изражене промене осредњене аксиjалне
брзине у аксиjалном правцу, тако да резултате мерења осредњене радиjалне
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брзине треба узети са одређеном резервом. На основу измереног профила ра-
диjалне брзине на улазу, сви модели предвиђаjу радиjалну брзину коjа jе неко-
лико редова величина мања од експерименталних вредности, као и веома изра-
жене,
”
тестерасте“ oсцилациjе у близини зида. Свакако да jе основни разлог за
то коришћење зидних функциjа као граничног услова на зиду, у комбинациjи
са задатим експерименталним профилом радиjалне брзине на улазу.
На сликама 5.9 и 5.10 су приказана поређења профила нормалних турбулент-
них напона за вредности интензитета вихора θp = 0,229 у карактеристичним
мерним пресецима. Оба напонска модела не могу да предвиде велике вредности
нормалних напона у зони осе цеви. 7 То се посебно односи на нормални напон
〈v2〉, за коjи експерименти показаjу да има наjвећу вредност у оси. За разлику
од анизотропне структуре турбуленциjе у оси цеви добиjене експериментом, оба
напонска модела предвиђаjу приближно изотропну структуру турбуленциjе у
оси цеви, тj. 〈u2〉 = 〈w2〉 ≈ 〈v2〉. До сличних закључака су дошли и Hogg and
Leschziner (1989) при прорачуну вихорног струjања у комори за сагоревање, као
и Jakirlic´ et al. (2002) при прорачуну вихорног струjања у цеви, коришћењем
LRR-IP и LG модела. Аутори као разлог за то наводе линеарну формулациjу
”
брзог“ дела редистрибутивног члана, jдн. (3.84). Међутим, резултати SSG мо-
дела у коjоj jе та формулациjа нелинеарна, тачниjе квадратна, показуjу сличан
тренд предвиђања изотропне турбуленциjе у оси.
При томе су вредности нормалних напона у оси у случаjу SSG модела чак и
мање од вредности коjе даjе LG модел. Потенциjално, модел са кубном зависно-
шћу би могао дати боље резултате, и даља истраживања ће свакако обухватити
имплементациjу и тестирање модела коjи садрже кубну зависност у формула-
циjи
”
брзог“ члана тензора редистрибуциjе. Такође, евентуална побољшања jе
7Физички посматрано, у тоj зони продукциjа нормалних напона jе веома изражена због
постоjања градиjената осредњених брзина, а такође и због самог постоjања обимске брзине.
Тако су на пример компонентe тензора продукциjе нормалних турбулентних напона, дeфини-
саног jедначином (3.50), у случаjу осносиметричног вихорног струjања одређене jедначинама








































































































































Слика 5.9. Поређење експерименталних резултата са резултатима нумеричког про-
рачуна коришћењем напонских модела за профиле нормалних турбулентних напона
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вероватно могуће добити узимаjући у обзир да jе дисипациjа неизотропна, и на
таj начин добити jош шест додатних jедначина преноса за компоненте тензора
дисипациjе, као што jе предложено у Lu and Semiao (2003). Аутори су такође
тестирали модел на случаjевима вихорног струjања. Тако су у случаjу вихор-
ног струjања са релативно малим интензитетом вихора добили боља слагања са
експерименталним резултатима, док су резултати у случаj вихорног струjања
у цеви прстенастог попречног пресека готово идентични као у случаjу претпо-
ставке о изотропноj дисипациjи.
Предвиђање профила смицаjних напона jе такође у великоj мери незадо-
вољаваjуће. Oба напонска модела у великоj мери не могу да предвиде вредности
максимума смицаjних напона 〈uv〉 и 〈vw〉 у поjединим мерним пресецима. Та-
кође, модели углавном предвиђаjу погрешан знак напона 〈uw〉. Ова аномалиjа
напонских модела први пут примећена при нумеричким прорачунима вихорних
млазева коришћењем LRR-QI модела у Launder and Morse (1979). Она jе кас-
ниjе уочена и на другим проблемима, као што jе случаjу ротираjућих цеви у
канала, Jakirlic´ et al. (2002). Разлог те аномалиjе jе самом моделском изразу
за компоненту Π13 тензора редистрибуциjе, где оба напонска модела у случаjу
ротираjућих струjања предвиђаjу његове знатно мање вредности него што то
показуjу директне нумеричке симулациjе. Међутим, иако jе ова аномалиjа често
присутна у прорачуну ротираjућих и вихорних струjања, она ниjе универзална.
Наиме, у неким случаjевима вихорних струjања знак напона 〈uw〉 добиjен нуме-
ричким прорачуном се слаже са знаком добиjеним експериментима, као што су
показали Jakirlic´ et al. (2002) и потврђено сопственим прорачунима, коjа нису
представљена у оквиру ове дисертациjе, користећи исту експерименталну базу
- истраживања презентована у Steenberg (1995), чиjи су резултати доступни у
ERCOFTAC8 бази. Коришћени су резултати мерења коjи одговараjу профилу
Ранкиновог вртлога за обимску брзину. У експериментима Steenberg-a, мерења
су вршена дуж вертикалног радиjуса, и експериментнима су добиjени асимет-
рични профили временских осредњених брзина и турбулентних напона у односу
на осу цеви. Сви ти профили су осредњени по радиjусу, и тако добиjене вред-
ности задате на улазу - у оси цеви jе V = W = 0, док jе за претпостављена
вредност блиска вредности у прорачунскоj тачки наjближоj оси.
8European Research Community on Flow, Turbulence and Combustion. Интернет адреса:
http://cfd.mace.manchester.ac.uk/ercoftac/
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Слика 5.10. Поређење експерименталних резултата са резултатима нумеричког про-
рачуна коришћењем напонских модела за профиле смицаjних турбулентних напона
за jачину вихора θp = 0,229. (а) смицаjни напон 〈uv〉; (б) смицаjни напон 〈uw〉 и (в)
смицаjни напон 〈vw〉
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Наведени трендови везани за предвиђање турбулентних напона су jош из-
ражениjи за остала два интензитета вихора, тако да се овде не приказаjу ти
диjаграми.
Приликом формирања одговараjућих релациjа у моделирању турбуленци-
jе, мора се водити рачуна да оне даjу увек физички смислене резултате (нпр.
нормални турбулентни напон мора увек бити позитиван, већ спомињана Коши-
Шварцова релациjа, и сл.). Jедан он начина провере, како експерименталних,
тако и нумеричких резулата при прорачуну турбуленциjе jе коришћење инва-
риjанте мапе анизотропности, или Лумлиjевог троугла, Lumley and Newman
(1977), Choi and Lumley (2001). Разматраjући вредности друге и треће инва-
риjантe IIb и IIIb тензора анизотропиjе дефинисаног jедначином (3.74) у гра-
ничним случаjевима турбуленциjе, аутори су формирали одговараjућу област
у равни IIIb - IIb унутар коjе се мораjу налазити сва физички могућа стања
турбуленциjе.9 Oвде треба напоменути да jе за одређивање инвариjатни IIIb и
IIb написан програм коjи jе имплементиран у OpenFOAM. Апликациjом коjа се
добиjа компаjлирањем тог програма се одређуjу инвариjанте тензора анизотро-
пиjе у свакоj прорачунскоj тачки унутар домена, и њихове вредности записуjу
у одговараjућу датотеку.
На слици 5.11 су приказане расподеле друге и треће инвариjанте тензора
анизотропности у инвариjантноj мапи добиjене LG и SSG напонским моделом,
а такође и вредности коjе одговараjу експерименталним подацима. Детаљниjа
анализа структуре овог вихорног струjања на основу расподеле вредности ин-
вариjанти IIb и IIIb y мерним пресецима x/R = 0, 33 и 90 може се наћи у Ћоћић
(2007). Као прво, примећуjе се да се у пресеку x/R = 50, за jачину вихора
θp = 0,229, поjедине експерименталне тачке налазе изван инвариjантне мапе. То
jе jош jедна потврда да су експериментални подаци у том пресеку нерелевантни.
Овде jе главни циљ коришћења инвариjантне мапе jедан вид провере резултата
турбулентних модела, са посебним акцентом на SSG модел коjи jе у току истра-
живања имплементиран у код OpenFOAM-a. Може се констатовати да се у свим
пресецима вредности инвариjанти IIb и IIIb срачунати на основу нумеричких ре-
зултата налазе унутар инвариjантне мапе, што jе jедан од добрих показатеља
успешне имплементациjе SSG моделa. Као што jе показано и на случаjевима
9Детаљниjа анализа граничних случаjева турбуленциjе и начина формирања инва-
риjантне мапе анизотропности се може наћи у Прилогу B.
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Слика 5.11. Приказ експерименталних и нумеричких резултата добиjених приме-
ном напонских модела у инвариjантноj мапи анизотропности за различите вредности
интензитета вихора. (а) θp = 0,229; (б) θp = 0,385 и (в) θp = 0,429.
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поређења SSG и LG модела за профиле осредњених брзина и напона, и овом
случаjу модели предвиђаjу различите расподеле вредности инвариjанти унутар
инвариjантне мапе. Одговараjуће траjекториjе у инвариjантноj мапи коjе даjе
LG модел за све интензитете вихора имаjу исти карактер у свим анализираним
пресецима. Карактеристика тих траjекториjа jе да оне идући од тачке наjближе
зиду до приближно изотропног стања турбуленциjе коjе се достиже у оси, про-
лазе веома близу граничне линиjе коjа одговара осносиметричноj контракциjи.
Са друге стране, траjекториjе коjе даjе SSG модел показуjу различит карак-
тер у зависности од интензитета вихора. Оно што jе карактеристично jе њено
померање ка десноj граничноj линиjи коjа одговара осносиметричноj експан-
зиjи у jедном централном попречног пресека (0,7 < r/R < 0,2). У зони око осе
цеви траjекториjа SSG модела се помера ка линиjи коjа одговара осносиметрич-
ноj контракциjи, и том делу траjекториje оба модела се практично поклапаjу.
Ови закључци не могу дати неки дубљи увид у структуру турбуленциjе, већ су
као што jе речено, начин провере ваљаности модела, са посебним акцентом на




Слика 5.12. Расподела притиска на делу цеви од 30 < x/R < 50, за три различите
jачине вихора, LG модел: (а) θp = 0,229; (б) θp = 0,385 и (в) θp = 0,429.
На слици 5.12 су приказане изобарске површи у осносиметричном пресеку
цеви за три jачине вихора, на делу цеви дужине два метра, одређеном безди-
мензиjском координатом 30 < x/R < 50. За приказ ових слика прорачунски
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домен jе пресликан у односу на осу x1 = 0, тj. у односу на осу цеви. Како у
оквиру експерименталних истраживања нису вршена мерења притиска унутар
цеви, овде се даjу квалитативни резултати. За све три слике jе изабрана иста
размера, и може се видети да се са повећањем интензитета вихора, повећава
и зона ниског притиска унутар цеви, као и зона високог притиска у околини
зида цеви. Референтни притисак, означен са pref на скали jе jеднак средњем
притиску на излазу, тj. pref = 0.
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Theoria sine praxi, sicut rota sine axi.
(Знање без праксе, као кола без осовине.)
Латинска пословица
6
Прорачун вихорног струjања у
цеви иза кола аксиjалног
вентилатора
У оквиру ове главе се разматра вихорно струjање у цеви, на чиjем се улазу





Слика 6.1. Скица разматраног проблема.
Главни аспект истраживања коjа се презентуjу у оквиру ове главе ниjе биo
на детаљном проучавању оптималних параметара вентилатора, као што су на-
гиб лопатица, његови услови рада и сл. главни акценат jе био на валидациjи
OpenFOAM модула коjи се могу користити у прорачуну турбомашина. Ти мо-
дули су развиjени последњих година, и веома jе значаjно за њиховоj даљи развоj
урадити што више карактеристичних примера.
Више детаља везаних за конструктивне карактеристике самог вентилатора
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могу се наћи у Чантрак (2012). Вентилатор има 7 лопатица, његов спољашњи
пречник jе Da = 397mm, и он jе постављен у цеви пречника D = 400mm, на
растоjању L1 = 60mm од улазног пресека, док jе дужина L2 = 5m. Улазни
пречник уводника jе Din = 659,6mm. У Чантрак (2012) су спроведена броjна
експериментална истраживањима вихорног струjања у цеви савременим мер-
ним техникама, и испитивана су струjна поља за три различита вентилатора.
Из те сериjе многоброjних експеримената jедна конфигурациjа jе одговарала
скици приказаноj на слици 6.1, где су у jедном мерном пресеку, на растоjању
1,066m иза вентилатора, мерени профили брзина LDA техником. При томе jе
угао нагиба лопатица вентилатора био α = 26◦, а броj обртаjа n = 1000 ob/min.
Tи мерни резултати су послужили као вид валидациjе нумеричких прорачуна.
Пре самог прорачуна, посебна пажња jе посвећена генерисању што боље
нумеричке мреже, блок-структираног типа. Прорачун jе обављен у два прора-
чунска домена, користећи два различита приступа. У првом случаjу коришћен
jе приступ
”
замрзнутог ротора“ у коме jе нумеричка мрежа фиксна у времену и
у коме се у одређеном делу прорачунског домена решаваjу jедначине кретања у
ротираjућем координатном систему. У другом приступу, део нумеричке мреже
у коме се налази вентилатор мења своj положаj у времену, тj. ротира угаоном
брзином коjом ротира вентилатор. Временски корак у овом прорачуну jе веома
мали, и у сваком кораку прво се врши закретање дела нумеричке мреже, па по-
том нумерички прорачун одговораjућих физичких величина. Како jе почетни
корак у нумеричким прорачунима струjања дефинисање геометриjе, односно
простора у коjем се одвиjа струjање и потом генерисање нумеричке мреже, де-
таљи тих приступа се даjу нешто касниjе, након поjашњења начинa генерисања
геометриjе и нумеричке мреже.
За разлику од случаjа разматраног у глави 5, овде се разматра и генера-
тор вихора, односно аксиjални вентилатор. Како jе постављени циљ био да ну-
меричка мрежа буде што jе могуће квалитетниjа, природни избор jе био да
нумеричка мрежа буде блок-структуираног типа. Како jе врло тешко (готово
немогуће) имати пресликавање
”
jедан на jедан“ структуре блокова у обртном
колу вентилатора и осталом делу домена, извршена je поделa укупног домена
D на три поддомена D1, D2 и D3 названих и означених као:
• улазни део (STATOR-1)
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• вентилатор (ROTOR)
• цев (STATOR-2)
Подела jе извршена са две вертикалне равни коjе пресецаjу главчину вен-
тилатора и коjе се налазе испред и иза радног кола вентилатора, као што jе





1 2 3 4
1 - површ SRI1 2 - површ RSI1 3 -површ RSI2 4 - површ SRI2
вентилатор цевулазни део
Слика 6.2. Начин поделе просторног домена у коме се одвиjа струjање.
Разлог за овакав начин поделе домена jе да генерисање нумеричке мреже
буде што jедноставниjе по питању топологиjе блокова, а уjедно и што квалитет-
ниjе, посебно у делу домена у коме се налази вентилатор. Граничне површи или
интерфеjси између новодобиjених просторних домена су геометриjски идентич-
нe, али се граничне површи прорачунских ћелиjа коjе се на њима налазе не
поклапаjу, jер jе топологиjа блокова различита. Те површи су означене са SRI
и RSI, као скраћенице за статор-ротор и ротор-статор интерфеjс. На тим по-
вршима се дефинише специjални тип граничног услова коjи мора да обезбеди
правилну комуникациjу између граничних ћелиjа два домена. О том граничном
услову биће више речи у поглављу 6.1.2.
Нумерички прорачун овог струjања jе, са становишта прорачунског доме-
на, разматран у две различите геометриjе - то се односи како на укупни про-
рачунски домен, тако и на његове поjединачне делове добиjене већ описаном
поделом. Први тип jе комплетна 3D геометриjа, док jе други тип део те 3D гео-
метриjе, облика цилиндричног исечка са ротационо периодичним површима,
угла α = 360◦/n = 360◦/7 = 51,43◦. Та геометриjа или прорачунски домен са
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ротационо периодичним површима се дефинише полазећи од геометриjе венти-
латора и она одговара jедном међулопатичном простору, као што jе приказано
на слици 6.3. Изводнице латералних страна те геометриjе прате изводницу на
лопатици вентилатора, тако да су те стране закривљене. Оне су идентичког
геометриjског облика, и ротациjом за угао α у одговараjућем смеру, оне би се
поклопиле. Такве површи се називаjу ротационо периодичне или цикличне по-
врши, и на њима се дефинише тзв. периoдични гранични услов (cyclic), описан








1 - површ RSI-1 3 - ротационо периодичне површ 1 (PER-1)






Слика 6.3. Изводнице прорачунског домена на главчини вентилатора (лево) и тро-
димензионални приказ карактеристичних површи (десно).
Како jе за разлику од геометриjе разматране у глави 5, ове геометриjа,
неупоредиво комплексниjа, коришћење OpenFOAM апликациjе blockMesh за
генерисање прорачунског домена и адекватне нумеричке мреже jе практично
немогуће. У ту сврху jе коришћен комерциjални софвтер ICEM CFD, у коме
jе нумеричка мрежа генерисана као блок-структуирана. Треба напоменути да
jе генерисање блок-структуиране мреже у комплексним геометриjама, што jе
овде случаj, веома захтеван и дуготраjан процес. Meђутим, како jе добра ну-
меричка мрежа основни предуслов за добар нумерички прорачун, таj корак jе
158
Глава 6. Прорачун вихорног струjања у цеви иза кола аксиjалног вентилатора
свакако неопходан. То се посебно односи на струjање у турбомашинама, где jе
готово неопходно да нумеричка мрежа прати облик лопатица. Тако генерисана
блок-структуирана мрежа jе у оквиру ICEM CFD-а она преведена у неструк-
туирану, и на краjу као таква преведена у формат коjи подржава OpenFOAM,
коришћењем одговарућих апликациjа за конверзиjу мреже коjе су уграђене у
ОpenFOAM-у.
Резултати коjи се презентуjу у оквиру ове главе су добиjени коришћењем
k-ω SST модела, коjи се показао као наjоптималниjи у прорачуну струjања у
турбомашинама, Bardina et al. (1997). Са jедне стране тачност прорачуна jе
теориjски мања него при прорачуну коришћењем пуних напонских модела, али
знатно изражениjа стабилност и конвергенциjа при прорачуну са k-ω SST мо-
делом у сложениjим геометриjа га чине оптималним избором начина на коjи се
моделира турбуленциjа.
Избор координатног система у овом случаjу jе такав да се оса z поклапа
са осом цеви, а да раван xy одређуjе раван попречног пресека цеви. Брзина
усмерена у правцу осе z jе аксиjална брзина U , док радиjална и обимска брзина
леже у равни xy. Са аспекта нумеричког прорачуна, проблем се увек решава у
Декартовом правоуглом координатном систему, првенствено зато што jедначине
преноса у њему имаjу наjjедноставниjи облик. Kao резултат прорачуна добиjаjу
се компоненте брзине Ux, Uy и Uz , на основу коjих се након тога одговараjућом
трансформациjом могу наћи и компоненте Ur, Uϕ и Uz, односно проjекциjе у
радиjалном, обимском и аксиjалном правцу.
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6.1 Прорачун струjања у домену са периодичним
површима
6.1.1 Генерисање геометриjе и нумеричке мреже
Детаљниjи приказ прорачунског домена чиjи jе део приказан на слици 6.3, са















1 - ротационо периодична површ
(PER-1)
2 - горња страна профила лопатице
(BLADE-SS)
3 - ротационо периодична површ
(PER-2)
4 - зид цеви (PIPE-FAN-WALL)
5 - горња површ профила лопатице
(BLADE-TIP)




7 - доња страна профила лопатице
(BLADE-PS)
8 - део главчине вентилатора (HUB)




Слика 6.4. Геометриjа прорачунског домена
”
вентилатор“ за случаj прорачуна
струjања у jедном међулопатичном простору и карактеристичне површи домена.
геометриjе у прорачунском поддомену D2, дефинишу се и геометриjе у улазном
делу и цеви, полазећи прво од услова да површи SRI и RSI буду геометриjски
идентичке, као и да се у тим геометриjским доменима, налазе делови главчине
вентилатора. У улазном делу геометриjа уводника jе такође задата и позната.
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Како би се што реалниjе описало струjање на улазу у цев, тачниjе на улазу
у уводник, прорачунски домен D1 се додатно прошируjе, и у аксиjалном и у
радиjалном правцу. Другим речима, њему се додаjе jедан цилиндрични исечак
полупречника и висине 2Rin, као што jе приказано на слици 6.5.
На сличан начин се добиjа и геометриjа трећег прорачунског поддомена и
у њоj се аналогно домену D1 дефинишу следеће карактеристичне површи: део
главчине (HUB-2), интерфеjс са доменом
”
вентилатор“ (SRI-2), зид цеви (PIPE-
WALL), ротационо периодичне површи (PIPE-PER-1 и PIPE-PER-2) и излазна
површ кроз коjу флуид напушта прорачунски домен (OUTLET).
На основу тако дефинисаних геометриjа, односно поддомена, следећи корак
jе генерисање нумеричке мреже. Као што jе већ речено, за сваки од поддомена



















1 - периодично ротациона површ
(IN-PER-1)
2 - периодично ротациона површ
(IN-PER-2)
3 - површ кроз коjу флуид улази у
прорачунски домен (INLET)
4 - површ на коjоj jе U · n = 0
(SYMM-1)
5 - површ на коjоj jе U · n = 0
(SYMM-2)
6 - уводник (NOZZLE-WALL)
7 - интерфеjс са доменом ROTOR
(SRI-1)
8 - део главчине вентилатора (HUB-1)
Слика 6.5. Геометриjа прорачунског домена STATOR-1, у случаjу прорачуна
струjања у jедном међулопатичном простору.
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Bременски наjзахтевниjе, али са друге стране наjбитниjе за тачност и кон-
вергергециjу нумеричког прорачуна, jе генерисање добре блок-структуиране
мреже у поддомену D2, односно у међулопатичном простору вентилатора. Код
генерисања нумеричке мреже при струjању у турбомашинама, врло jе важно
да она прати облик лопатица, због што тачниjег прорачуна.
Основна тополошка структура блокова у поддомену вентилатор jе приказана
на слици 6.6. Како између горње стране лопатице и зида цеви постоjи зазор,
онда се у том делу дефинишу и додатних jеданаест блокова коjима се покрива
таj део поддомена. Ради боље контроле густине мреже у радиjалном правцу,
на половини међулопатичног простора jе извршена подела блокова, тако да jе
њихов укупни броj 15+15+15+11 = 56. Овакав начин дефинисања топологиjе





































Слика 6.6. Основна топологиjа блокова унутар домена означеног са
”
вентилатор“.
Блокови означени са 1-15 започињу на главчини вентилатора а завршаваjу се на по-
ловини међулопатичног простора, блокови 15-30 се простиру од половине до краjњег
горњег међулопатичног простора, блокови 31-45 се настављаjу од краjњег горњег
међулопатичног простора до зида цеви, док се блокови 46-56 простиру од горње стране
лопатице до зида цеви.
У поддоменима D1 и D3 тополошка структура блокова jе релативно jедно-
ставна. Оно што jе карактеристично су површи облика троугла на коjима се
такође дефинишу блокови облика хексаедра, коjим се такође обезбеђуjе бољи
квалитет мреже него у случаjу блока облика призме, посебно у области око осе
цеви. Та топологиjа, као и сама нумеричка мрежа jе приказана на слици 6.7.
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Приликом избора броjа ћелиjа у сваком од блокова посебно се водило рачу-
на да нема наглих прелаза у величини ћелиjе како у самим блоковима, тако и
суседним ћелиjама између блокова. Нумеричка мрежа jе неуниформна у свим
блоковима и њена густина jе наjвећа у зонама где су очекивани велики гра-
диjенти физичких величина (уз чврсте контуре, посебно у простору око лопа-
тица вентилатора). Такође, при генерисању нумеричке мреже, водило се рачуна
да на интерфеjсима између домена броj ћелиjа у радиjалном правцу буде jед-
нак, и да се, колико год jе то могуће странице површи ћелиjа коjе припадаjу
интерфеjсима, а коjе се простиру у обимском правцу поклапаjу. Разлог за то
















Слика 6.7. Основна топологиjа блокова са нумеричком мрежом на излазном делу
домена D1 и приказ нумеричке мреже на површима SRI-1 и RSI-1.
Након генерисања нумеричких мрежа за сваки од домена, извршено jе њи-
хово спаjање у jедну jединствену нумеричку мрежу. Део те мреже приказан на
слици 6.8, на коjоj се виде сва три поддомена: STATOR-1, ROTOR и STATOR-2,
и на коjоj су означене карактеристичне граничне површи.
Комплетна нумеричка мрежа jе прво сачувана у неструктуираном формату
коjи одговара комерциjалном софтверу Fluent, па jе потом OpenFOAM апли-
кациjом fluent3DMeshToFoam конвертована у формат погодан за OpenFOAM.
Овде jе важно напоменути да се у OpenFOAM-у са нумеричког становишта
пар периодичних површи (нпр. PER-1 и PER-2) третираjу као jедна површ, па
jе било неопходно извршити одређене манипулациjе нумеричке мреже, тачниjе
њених граничних површи - оних коjе су дефинисане као ротационе периодичне
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површи у претходном тексту. У ту сврху jе коришћена апликациjа createPatch
коjом jе могуће генерисати jедну површ од две идентичне, ротационо перио-
дичне површи. Тако су генерисане следеће површи:
• IN-PER, од површи IN-PER-1 и IN-PER-2
• FAN-PER, од површи PER-1 и PER-2








IN-PER-1 IN-PER-2BLADE-SSBLADE-PS PIPE-PER-1 PIPE-PER-2
Слика 6.8. Нумеричка мрежа комплетног прорачунског домена за случаj прорачуна
са називима карактеристичних површи дефинисаним у ICEM CFD-у.
У нумеричком приступу
”
замрзнутог ротора“ потребно jе дефинисати у
коjим ћелиjима или контролним запреминама прорачунског домена ће jедна-
чине бити решаване у ротираjућем координатном систему1. Такође, потребно jе
дефинисати и одговараjуће листе контролних површи на границама тог домена.
Дефинисање ћелиjа док домена jе jедноставно, jер се конверзиjом нумеричке
мреже из ICEM CFD-a задржаваjу имена поддомена, тако да се конверзиjом
аутоматски дефинише cellZone ROTOR у оквиру дефинициjе нумеричке мре-
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origin origin [0 1 0 0 0 0 0] (0 0 0);
axis axis [0 0 0 0 0 0 0] (0 0 1);
omega omega [0 0 -1 0 0 0 0] -104.719755;
}
Унутар тог домена се дефинише положаj ротираjућег координатног система
и његова оса ротациjе, затим угаона брзина његовог обртања, као и коjе чвр-
сте контуре унутар њега ротираjу, а коjе не. Како jе у разматраном пробле-
му броj обртаjа вентилатора n = 1000 ob/min, и како он ротира у позитив-
ном математичком смеру посматрано са улаза у цев, вектор угаоне брзине
jе усмерен супротно позитивном смеру z-осе. Зато се за њену вредност уноси
−104,719755 rad/s. Унутар великих заграда су дефинисани експоненти димен-
зиjске ознаке одговараjућих величина у SI систему мерних jединица, где седам
броjева означава седам основних jединица SI система. Прва четири одговараjу
маси (kg), дужини (m), времену (s) и температури (K). Тако се положаj ко-
ординатног почетка ротираjућем координатног система изражава у метрима, а
угаона брзина у s−1 (радиjан jе бездимензиjска величина). За случаj паралелног
прорачуна, потребно jе из скупа свих површи коjе ограничаваjу ћелиjе издвоjи-
ти скуп површи коjе се налазе на свим интерфеjсима, односно површима SRI-1,
RSI-1, RSI-2 и SRI-2. У ту сврху се користе ОpenFOAM апликациjе setSet и
setsToZones.
Направљене су четири нумеричке мреже, оначена са NM-1, NM-2, NM-3
и NM-4, са различитим броjем ћелиjа, на коjима jе испитивана независност
решења од броjа ћелиjа. Броj ћелиjа у тим мрежама jе дат у Табели 6.1.
Табела 6.1. Броj ћелиjа у нумеричким мрежама коjе су коришћене у прорачуну.
Нумеричка мрежа NM-1 NM-2 NM-3 NM-4
Броj ћелиjа 214784 633311 1288192 1718272
Поређењем добиjених резултата, резултати са мреже NM-1 су одбачени као
неадекватни. Између резултата на нумеричким мрежама NM-2 и NM-3 су при-
сутна извесна одступања, али не у некоj већоj мери, док су резултати на мре-
жама NM-3 и NM-4 готово идентични. Резултати коjи ће бити презентовани се
односе на нумеричку мрежу NM-3.
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6.1.2 Гранични услови, методе дискретизациjе и избор ме-
тода за решавање система линеарних jедначина
Jедан од постављених циљева прорачуна на нумеричкоj мрежи са роти-
раjућим периодичним површима jе био и за одређивање карактеристичне кри-
ве вентилатора ∆p - V˙ . У ту сврху, прво jе одређен максимални запремински
проток кроз вентилатор, односно случаj када вентилатор ради са минималним
напором, за задати броj обртаjа (n = 1000 ob/min). Таj максимални проток jе
за дате радне услове одређен тако што су задате jеднаке вредности тоталног
притиска на улазноj површи (INLET) и статичког притиска на излазноj повр-
ши (OUTLET). На основу тако процењене максималне вредности запреминског
протока кроз вентилатор, следећа сериjа прорачуна jе обављена тако што jе
на улазу задаван запремински проток и градиjент притиска у правцу нормале
jеднак нули, док jе на излазу задата константна вредност осредњеног притиска
jеднака нули (pref = pout − patm = 0), и градиjент брзине у правцу нормале jед-
нак нули. За кинетичку енергиjу турбуленциjе и френквенциjу дисипациjе ω су


















Слика 6.9. Скица прорачунског домена са карактеристичним граничним површима.
У оба начина прорачуна jе претпостављено да jе на улазноj површи степен
турбуленциjе мали, тако да jе изабрано да су флуктуациjе брзине 0,2% од вред-
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где jе Cµ = 0,09, ν = 1,5 · 10−5m2/s кинематичка вискозност ваздуха, док jе
β = νt/ν однос турбулентне и кинематичке вискозности на улазу. Како jе на
улазноj површи ниво турбуленциjе мали, усвоjено jе да jе β = 0,1.
На непокретним зидовима задата jе вредност брзине jеднака нули, градиjент
притиска у правцу нормале такође jеднак нули, док су за одређивање карак-
теристика турбуленциjе коришћење зидне функциjе. У домену ROTOR, осим
ако се то експлицитно не наведе, све чврсте контуре ротираjу задатом угаоном
брзином, тако да се њима аутоматски додељуjе Дириклеов гранични услов по
коме брзина у тежиштима површи рачуна као Ω × r, где jе r вектор положаj
тежишта. Ван домена ROTOR, се такође налазе површи коjе ротираjу, а то су
HUB-1 у поддомену STATOR-1, и HUB-2 у поддомену STATOR-2. На њима jе
за брзину брзину задат гранични услов rotatingWallVelocity, у коме се дефи-
нише оса ротациjе, и вредност угаоне брзине. Брзина у тежиштима тих површи
се онда задаjе као ΩR, где jе R нормално растоjање од осе до тежишта површи,











Слика 6.10. Приказ нумеричке мреже на површима NOZZLE-WALL, PIPE-FAN-
WALL, PIPE-WALL. На увећаноj слици jе приказан део нумеричке мреже на интер-
феjсу SRI-1/RSI-1.
Као што jе већ речено у уводу ове главе, на интерфеjсима између подмена
се дефинише специjални гранични услов коjи мора да обезбеди правилну ко-
муникациjу између поддомена. Таj гранични услов се назива уопштени мрежни
интерфеjс, и он се означава са GGI (General Grid Interface). Он jе дефинисан и
имплементиран у код ОpenFOAM-a од стране Beaudoin and Jasak (2008).
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Табела 6.2. Гранични услови за случаj процене максималног запреминског протока
кроз прорачунски домен.
Гранична површ U p k ω
INLET Uf(n)
a p0 = 0
m2
s2
1,5 · (0.2%|U |) Cµk/(βν)
OUTLET ∂nU = 0 p = 0
m2
s2
∂nk = 0 ∂nω = 0
NOZZLE-WALL
U = 0 ∂np = 0 wallFunctions wallFunctionsPIPE-FAN-WALL
PIPE-WALL
HUB







U · n = 0 ∇p · n = 0 ∇k · n = 0 ∇ω · n = 0
SYMM-2
IN-PER
cyclic cyclic cyclic cyclicFAN-PER
PIPE-PER
SRI-1/RSI-1
GGI GGI GGI GGI
RSI-2/SRI-2
aУ сваком итеративном кораку вредност брзине се одређуjе на основу срачунатог укупног
флукса (запреминског протока); n - итеративни корак.
Табела 6.3. Гранични услови за случаj задавања вредности запреминског протока
на улазноj површи домена. Гранични услови на осталим карактеристичним површима
су исти као у табели 6.2.
Гранична површ U p k ω
INLET V˙ = const ∂np = 0 1,5 · (0.2%|U |) Cµk/(βν)
OUTLET ∂nU = 0 psr = 0
m2
s2
∂nk = 0 ∂nω = 0
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Полазећи од основног закона одржања масе, односно jеднакости флуксева
на површима коjе чине интерфеjс, за сваку елементарну површ сваког интер-
феjса се одређуjу одговараjући тежински коефициjенти. За сваку елементарну
површ jедног интерфеjса, они се одређуjу на основу односа дела површине те
елементарне површи, коjа представља пресек са одговараjућим површима коjе
се налазе на другом интерфеjсу, и површине саме елементарне површи. Пре-
сечне површи се одређуjу помоћу Сатерленд-Хоџмановог алгоритма, Sutherland
and Hodgman (1974). Одрећивање елементарних површи са другог интерфеjса
коjе се преклапаjу са датом елементарном површи на првом интерфеjсу се од-
ређуjе коришћењем два алгоритма: прво помоћу ААBB (Аxis Aligned Bounding
Box), Verth and Bishop (2008), а потом помоћу SAT (Separating Axis Algorithm),
Gottschalk (1996). Оно што jе такође jако важно, jе чињеница да се гранични
услов може користити и са паралелним начином рачунања, чиме се у знатноj
мери скраћуjе време прорачуна.
Изабране су методе дискретизациjе другог реда тачности за све конвективне
чланове. Због стабилности и конвергенциjе прорачуна, он jе започет са узвод-
на схемама дискретизациjе за све конвективне чланове, па jе након одређеног
броjа итерациjа таj метод дискретизациjе промењен на други ред тачности, ко-
ришћењем гама диференцне схеме са вредношћу параметра βm = 0,15.
Како jе струjање разматрано као стационарно, коришћене су методе надре-
лаксациjе. За решавање jедначине притиска, као и у прорачунима разматраним
у претходноj глави изабрана jе GAMG метода. За пригушивање компоненти
високих фреквенциjа вектора грешке у итеративном поступку GAMG методе,
изабрана jе метода конjугованих градиjената са прекондиционерима. За остале
величине изабране су итеративне методе са пригушивање компоненти високих
фреквенциjа вектора грешке, Гаус-Заjделовом методом. Како jе нумеричка мре-
жа у поjединим доменима неортогонална, изабрана jе да броj коректора неор-
тогоналности буде jеднак два. Као критериjум за краj итеративног прорачуна,
изабрано jе да да резидуали свих величина буду мањи од 10−6.
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6.1.3 Резултати и дискусиjа
При одређивању максималног запреминског протока, на улазу jе задат кон-
стантан тотални притисак, док jе на излазу задат константни притисак, исте
вредности као тоталног на улазу. На оваj начин се моделира усисaвање ваздуха
из околне атмосфере кроз улазну површ (INLET), његово струjање кроз венти-
латор и цев и коначно, његов излазак кроз излазну површ (OUTLET), такође у
атмосферу. Како jе струjање разматрано као нестишљиво, задате су вредности
притисака jеднакe нули, тj.
p0,in = pout = 0
Прорачун се одвиjа на следећи начин: на основу граничних услова и иници-
jализациjе физичких величина унутар прорачунског домена, обично констант-
ним вредностима, формираjу се, на основу дискретизованих форми jедначина
преноса, системи линеарних jедначина за сваку физичку величину. Ти системи
jедначина се онда решаваjу задатим методама, коjи се готово увек итеративне,
и те итерациjе се називаjу унутрашње. Са тако добиjеним, новим решењем се
прелази у следећи спољашњи итеративни корак и поступак се понавља. Након
сваког спољашњег корака одређуjу се нормирани резидуали за сваку физич-
ку величину, коjи представљаjу разлику те величине у текућем и претходном
(спољашњем) итеративном кораку, подељени са вредношћу те величине из прет-
ходног корака. Ако се ти резидуали током итеративног поступка смањуjу, може
се рећи да поступак решавања конвергира, и он се прекида ако вредности ре-
зидуала буду мањи од неке унапред прописане вредности.
Посматрано jе више критериjума као услов за тачност и конвергенциjу ре-
шења. Као прво, посматране су промене резидуала током итерациjа, промене
масеног протока на улазноj и излазноj површи, као и промене самих величина
у поjединим тачкама струjног поља. Како jе проблем разматран као стацио-
наран, односно решаване су jедначине коjе одговараjу стационарном струjању
(нема временског члана), решење се, након достизања конвергенциjе не би тре-
бало мењати у времену. Међутим, у овом прорачуну то ниjе био случаj. Као
прво нису достигнуте вредности резидуала мање од 10−6, што се може виде-
ти на слици 6.11. Резидуали свих физичких величина након приближно 6000
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спољашњих корака почињу да осцилуjу око неке константне вредности. Како
њихове вредности нису мање од 10−6, осцилаторни карактер ће бити присутан















Слика 6.11. Промена резидуала током итерациjа.
То се може видети и праћењем промене запреминског протока током итера-
тивног поступка. Како се таj запремински проток одређуjе на основу разлике
притисака на улазноj и излазноj површи, и како jе задат почетни услов (иници-
jализациjа) задато U = (0; 0; 0,2)m/s, запремински проток ће током итератив-
ног поступка да расте, све до неке константне вредности, коjа одговара задатоj
разлици притисака. На слици 6.12 jе приказана промена запреминског прото-
ка кроз површи INLET и OUTLET током прорачуна. Може се закључити да
се приближно константна вредност запреминског протока достиже након 8000
спољашњих итеративних корака, као и да се запремински протоци на површима
INLET и OUTLET поклапаjу. Међутим, ако се те промене прикажу у мањем оп-
сегу на ординати може се видети, као прво, да се протоци на површима INLET
и OUTLET разликуjу, и да имаjу идентичан осцилаторни карактер. Међутим,
та разлика у протоцима на улазу и излазу jе мања од 0,02% и главни разлог
за то, поред саме чињенице да се ради о нумеричком прорачуну, лежи у по-
стоjању интерфеjса између карактеристичних поддомена. Могући узрок поjаве
осцилациjа високих фреквенциjа jе сама нумеричка мрежа, мада су на случаjу
запреминског протока њихове амплитуде веома мале.
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Слика 6.12. Промена масеног протока у току прорачуна у случаjу задавања jедна-
ког тоталног притиска на улазноj површи (INLET) и статичког притиска на излазноj
површи (OUTLET).
Генерисању нумеричке мреже у свим случаjевима коjи су разматрани у окви-
ру ове дисертациjе jе посвећена посебна пажња, али теориjски говорећи, она
сигурно може бити и бољег квалитета по питању ортогоналности, затим асимет-
риjе њених ћелиjа, и сл. У овако сложеним геометриjама jе jако компликовано
генерисати
”
савршену“ нумеричку мрежу. Пре самог прорачуна проверени су
параметри коjи описуjу неортогоналност мреже, као и њену асиметриjу и сви
ти параметри су били у дозвољеним границама, чак ближе вредностима коjе
карактеришу одличну мрежу. Потенциjално побољшање тих параметара неће у
некоj значаjноj мери утицати на тачност резултата добиjених нумеричких про-
рачуном, ако се у оба случаjа користе диференцне метода истог реда тачност,
већ само на брзину и начин конвергенциjе. Такође, тестиране су у и узводне ди-
ференцне схеме првог реда тачности, као и увођење додатних неортогоналних
коректора, али jе осцилаторни карактер промене запреминског протока остао
исти, са нешто пригушениjим осцилациjама и незнатно мањом средњоj вред-
ношћу. Поред осцилациjа високих фреквенциjа, присутне су и осцилациjе са
знатно мањом фреквенциjом, и претпоставља се да су оне на неки начин пове-
зане са режимом рада вентилатора коjи jе овде разматран. Наиме, вентилатор
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у овом случаjу ради далеко од оптималне радне тачке, на краjу цеви нема при-
гушења, већ ваздух слободно излази у атмосферу. Такви режими струjања су
изразито нестационарни, што су показали експерименти у Чантрак (2012). Та
нестационарност jе такође била присутна и оквиру нумеричког прорачуна, у
виду псеудо-стационарног решења, при коме физичкe величине осцилуjу око
неке средње вредности у току итерациjа. То нумеричко решење указуjе да jе
у бити струjање нестационарно. Међутим, осредњавањем вредности физичких
величина након достизања квази-стационарног стања, могу се добити њихове
вредности коjе би одговарале (фиктивном) стационарном стању. Тако се за за-
премински проток у овом случаjу добиjа да jе он jеднак V˙ ∗m = 8,919 · 10−2m3/s.
Како jе прорачунски домен 1/7 од целокупног домена, онда jе стварни макси-




На слици 6.13 су приказане промене притиска и брзине у тачки цеви коjа се
налази на радиjусу r = 0,12m, у попречном пресеку на растоjању 1m иза вен-
тилатора. Aмплитуде притиска2 су jако мале и оне износе око 0,3m2/s2, тако
да се oне практично могу и занемарити. Слична jе ствар и са брзинама. Све
три компоненте брзине, аксиjална, радиjална и обимска, имаjу исти ред вели-
чине амплитуда (флуктуациjа) оне око 0,18m/s. Осредњена вредност радиjалне
брзине након достизања осциловања око константне средње вредности добиjе-
на нумеричким прорачуном jе неколико пута мања од аксиjалне и обимске (за
прорачунску тачку приказану на слици 6.13 она износи −0,51m/s). Карактер
турбуленциjе коjи се може видети на диjaграмима ниjе физичка турбуленциjа,
већ jе њен узрок лежи у самом нумеричком поступку.
Као и код праве турбуленциjе, у овом нумеричком поступку jе извршено
осредњавање, овога пута по итерациjама, и добиjене осредњене вредности свих
физичких величина у свакоj прорачунскоj тачки. Осредњавање jе обављено но-
вим прорачуном, са додатних 4000 итеративних корака у току кога jе исто-
времено вршено и осредњавање, почев од вредности добиjених у последњем
итеративном кораку (n = 18 · 103). Осредњавање се обавља тако што се након
2Jош jедном: мисли се на релативни кинематички притисак, (p−pref )ρ, у односу на рефе-
рентни, атмосферски притисак, означен p = 0m2/s2. Како се ради о струjању нестишљивог
флуида, могуће jе било коjу вредност усвоjити за референтну. Тако у овом случаjу средња
вредност од 2,331m2/s2 одговара стварноj вредности натпритиска од 2,331ρ = 2,331 · 1,25 =
2,914Pa.
173



























Слика 6.13. Промене притиска и аксиjалне брзине у попреч ном пресеку цеви коjи
се налази на растоjању 1m иза вентилатора, на радиjусу r = 0,12m. Са n jе означен
броj спољашњег итеративног корака.
сваког итеративног корака у свакоj прорачунскоj тачки врши сумирање вредно-
сти притиска и сваке компоненте брзине понаособ добиjених у том итеративном
кораку, и суме тих вредности из претходних итеративних корака. Дељењем тих
сума са броjем текуће итерациjа дефинишу се нове величине Umean и pMean у
свакоj ћелиjи. Осредњавањем на оваj начин се врши немерљива уштеда у вели-
чини информациjа коjе се складиште на хард-диску рачунара, jер ће вредности
тих величина бити записане само након претходно дефинисаног броjа итера-
циjа. Осредњавање jе могуће и обавити тако што би се вредности физичких
величина записивале након сваког итеративног корака на хард-диск рачунара,
па се онда, након завршеног прорачуна, над тим подацима применило осредња-
вање. Међутим, примера ради, у овом прорачуну величина директориjума коjи
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садржи информациjе о вредностима физичких величина у прорачунским тачка-
ма jе око 200MB. Ако би се чувале вредности након сваког итеративног корака,
након 3000 итерациjа, хард-диск рачунара би био
”
богатиjи“ за 600GB информа-
циjа, над коjима онда треба вршити осредњавање. Jасно jе да jе такав поступак
неекономичан, а у већини случаjева у нумеричкоj механици флуида и немогућ
(нумеричка мрежа са већим броjем ћелиjа, више физичких величина, велико
време прорачуна коjе jе неопходно у LES прорачунима, и сл.).
За приказивање резултата, односно постпроцесирање, коришћен jе софтвер
Paraview3. Као и OpenFOAM, у питању jе софтвер отвореног типа (open-source),
па корисник може додавати нове модуле коjи се користе за постпроцесирање
резултата. У разматраном проблему се природно наметнула потреба за прика-
зивањем струjања у међулопатичном пресеку, односно генерисањем меридиjан-
ског пресека. Постоjе три опциjе у софтверу за облик површи коjима се
”
сече“
прорачунски домен. То су раван, сфера и омотач квадра. За генерисање пре-
сечне површи облика омотача цилиндра, неопходно jе написати одвораjући код
у програмском jезику Python4, коjи jе такоће open-source. У њему се генеришу
додатни модули за постпроцесирање. Python код коjим се генерише пресечна
површ цилиндричног облика jе дат у табели 6.4. Коришћењем тог модула су
добиjене све слике коjе показуjу струjање у разним меридиjанским пресецима.















На слици 6.14 су приказане расподеле притиска и интензитета релативне бр-
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радиjусом r = 140mm. Може се видети да прорачун показуjе да се на почетку
доњаке формира зона ниског притиска у коме се формира повратно струjање.
То jе карактеристичан феномен са случаj када jе радна тачка вентилатора на
његовоj карактеристичноj кривоj jако померена удесно, тj. када jе пораст при-
тиска коjи он ствара jако мали.
(a)
(б)
Слика 6.14. Расподеле притиска и релативне брзине у меридиjанском пресеку одређе-
ном координатом r = 0,14m за случаj прорачуна са задатим Дириклеовим граничним
условима за притисак на улазноj (INLET) и излазноj површи (OUTLET) прорачунског
домена. (a) Расподеле у итеративном кораку n = 22000; (б) Расподеле осредњених
вредности добиjених осредњавањем током прорачуна од 18000 до 22000 спољашњих
итерациjа.
Као што jе већ речено, ти режими рада вентилатора су изразито нестабилни,
тако да приступ
”
замрзнутог ротора“ ниjе погодан за детаљниjу квантитативну
анализу струjања у радном колу вентилатора, већ више за квалитативну анали-
зу. Такође, за тачниjе предвиђање тачке одваjања, неопходно jе користи турбу-
лентне моделе у формулациjи за мале вредности Реjнолдсових броjева у коjима
се врши и прорачун струjања у вискозном подслоjу. То свакако може бити нова
тема истраживања, коjу у оквиру ове дисертациjе ниjе разматрана, али се сва-
како она намеће у блискоj будућности. Такође, у овим режимима, прорачуни
176
Глава 6. Прорачун вихорног струjања у цеви иза кола аксиjалног вентилатора
симулациjом великих вртлога (LES) на комлетноj геометриjи, са ротираjућом




Слика 6.15. Расподеле релативне брзине у меридиjанским пресецима: (a) r = 0,11m;
(б) r = 0,12m; (в) r = 0,13m; (г) r = 0,14m; (д) r = 0,15m; (ђ) r = 0,17m
Зона повратног струjања у овом режиму рада jе наjвећа на радиjусу r =
0,135m. На слици 6.15 су приказане расподеле релативних брзина у разним ме-
ридиjанским пресецима. За генерисање тих слика су, поред Листинга 6.4, унутар
софтвера paraview коришћене су опциjе трансформациjе и пресликавања дела
прорачунског домена. Може се уочити да се са повећањем радиjуса смањуjе
и зона повратног струjања на доњаци лопатице и да jе само струjање знатно
хомогениjе.
У даљем току прорачуна, одређена jе и карактеристична крива вентилато-
ра, на основу дефинициjа датих стандардом ISO 5801. Таj стандард jе везан за
препоруке при експерименталном одређивање криве вентилатора. У зависности
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од тога у коjим jе условима рада предвиђено да вентилатор ради, препоручуjу
се и начини експерименталног одређивања криве вентилатора. Тако се за слу-
чаj аксиjалног вентилатора коjи jе постављен у цеви, пораст статичког при-
тиска коjи он производи jедноставно одређуjе као разлика статичког притиска
у мерном пресеку иза вентилатора и тоталног притиска испред вентилатора.
Позициjа мерног пресека у цеви у коме се мери притисак иза вентилатора jе
такође предмет дебате у инжењерским и научним круговима управо због ви-
хора и неравномерне расподеле притиска у попречном пресеку цеви. У сваком
случаjу, губици механичке енергиjе се занемаруjу, jер их jе немогуће мерити, а
са друге стране, они су и jако мали у овом случаjу. Те губитке jе свакако могуће
одредити нумеричким поступком, на основу примене jедначине преноса кине-
тичке енергиjе у интегралном облику. Интеграциjом сваког члана те jедначине
по контролноj запремини V коjа се поклапа са прорачунским доменом, могуће
jе теоремом Гаус-Остроградског сваки члан, осим jедног, трансформисати у по-
вршинске интеграле коjи описуjе флуксеве механичке енергиjе кроз контролне
површи. Ти површински интеграли ће бити различити од нуле jедино на повр-
шима кроз коjе протиче флуид, као и на лопатицама струjне машине, пошто
оне, заjедно са флуидом на њиховоj површи ротираjу константном угаоном бр-
зином. Решења тих површинских интеграла на лопатицама струjних машина
представљаjу њену снагу. Jедини интеграл коjи ће бити интеграл по запремини
потиче од члана вискозне дисипациjе, и он представља укупни губитак меха-
ничке енергиjе коjи се неповратно трансформише у унутрашњу. У овом случаjу














Jедначину (6.1) je jедноставно имплементирати у код OpenFOAM-a, и након
обављеног прорачуна и познатог брзинског поља и поља турбулентних напона
(срачунатих на основу Бусинескове хипотезе у овом случаjу и вредности k и ω)
одредити укупну дисипациjу. Израчунавање тог интеграла jе показало да jе он
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заиста мали у поређењу са осталим члановима, па се са правом може занемари-
ти, тако да jе крива вентилатора одређена у складу са препорукама датим у ISO
5801, одређивањем разлике статичког притиска на излазу и тоталног притиска
на улазу.
Табела 6.5. Вредности запреминских протока коjе су задаване на улазноj површи до-
мена, означене са V˙ ′, стварне вредности протока, oзначене са V˙ , и израчунати пораст
статичког притиска вентилатора, рачунат на основу стандарда ISO 9801.
V˙ ′ [m3/s] 0,014 0,020 0,026 0,032 0,038 0,044 0,050
V˙ [m3/s] 0,098 0,14 0,182 0,224 0,266 0,308 0,350
∆pv/ρ [m
2/s2] 71,021 70,419 68,591 65,381 56,071 50,891 46,998
V˙ ′ [m3/s] 0,056 0,062 0,068 0,074 0,080 0,086
V˙ [m3/s] 0,392 0,434 0,476 0,518 0,56 0,602
∆pv/ρ [m
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Слика 6.16. Карактеристична крива вентилатора добиjена нумеричким путем.
Обављена jе сериjа прорачуна са различитим вредностима запреминских
протока коjи се задаjу на улазноj површи, док jе на излазноj површи вредност
притиска била константна и jеднака нули. Вредности кинетичке енергиjе тур-
буленциjе и специфичне дисипациjе ω су мењане сходно промени запреминског
протока на улазу, односно брзине, а на основу израза датих у Табели 6.2.
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Слика 6.17. Расподела притиска и релативне брзине у радном колу вентилатора у
меридиjанскоj равни r = 0,14m за разне вредности запреминског протока. (а) V˙ =
0,098m3/s, (б) V˙ = 0,14m3/s, (в) V˙ = 0,182m3/s и (г) V˙ = 0,224m3/s.
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Крива вентилатора jе приказана на слици 6.16. Може се приметити да jе
нагиб криве у њеном почетном делу веома мали и да су веома мале промене у
порасту пристиска праћене знатниjим промена запреминског протока. У лите-
ратури таj режим рада jе познат као stall, Liu et al. (2010), и оно се карактерише
одваjањем струjања од горњаке лопатице вентилатора и постоjања макроврт-
лога у међулопатичном простору. На слици 6.17 су приказане расподеле при-
тиска и релативне брзине у меридиjанском пресеку на радиjалноj координати
r = 0,14m. На диjаграмима коjи се односе на расподелу радиjалне брзине jасно
се може уочити вртложна зона, у коjоj су вредности релативне брзине веома
мале, блиске нули, и како се та зона смањуjе са повећањем запреминског про-
тока. Након вредности протока V˙ = 0,224m3/s долази до нагле промене нагиба
криве. Нагиб криве се потом устаљуjе, да би поново имао нагли скок око вред-
ности протока V˙ = 0,434m3/s. Око тих вредности протока вентилатор такође
ради ван оптималног режима, и тада почињу да jављаjу одваjања са доњаке
његових лопатица, што значаjно смањуjе његову ефикaсност. Међутим, за тач-
ниjи нумерички прорачун рада вентилатора у областима његовог неоптималног
рада, неопходно jе извршити нестационарни прорачун, у коме ће ефекат рота-
циjе вентилатора бити обухваћен стварном ротациjом нумеричке мреже, тако
да ће положаj лопатица мењати током времена.
6.2 Прорачун струjања у комплетном 3D домену
Да би што боље и тачниjе описао утицаj вентилатора на структуру струj-
ног поља у цеви коjа jе постављена иза њега неопходно jе разматрати стварно
померање његових лопатица у реалном времену. У приступу
”
замрзнутог рото-
ра“ утицаj обртања jе обухваћен додатним чланом у jедначини преноса, док се
овде таj утицаj обухвата стварним померањем нумеричке мреже, и решавањем
нестационарног облика jедначина преноса - Реjнолдсових jедначина осредњених
по ансамблу, (3.10).
6.2.1 Генерисање геометриjе и нумеричке мреже
Геометриjски посматрано, прорачунски домен се у овом случаjу добиjа сед-
моструким ротационим пресликавањем домена описаног у потпоглављу 6.1.1.
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Слика 6.18. Скица прорачунског домена
Геометриjа домена D1 и D3, као и топологиjа блокова у њима ниjе добиjена
на таj начин, већ jе њихова геометриjа изнова дефинисана, као и топологиjа бло-
кова у њима. Домену D1 jе, уместо цилиндричног дела као у случаjу описаном
у 6.1.1, придодат сферни део истог полупречника. На таj начин се реалниjе опи-
суjе струjање из околне атмосфере ка вентилатору. На слици 6.18 jе приказана













Слика 6.19. Тополошка структура блокова унутар поддомена D1. На слици je прика-
зане прокjекциjе тополошке структуре блокова (тачке M и N не леже у истоj равни).
(a) Целокупни поддомен, (б) Део поддомена у близини интерфеjса SRI-1 и дела глав-
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Тополошка структура блокова у домену D1 jе приказана на слици 6.19. Ка-
ко се ради о цилиндричноj и сферноj геометриjи, приказана jе проjекциjа те
структуре. Неки од блокова имаjу суседне блокове коjи се налазе изнад и испод
равни цртежа, док се стране поjединих блокова поклапаjу са граничним пор-
шима домена D1 (сферна површ или зид уводника). Тако тачке A и B, односно
C и D дефинишу странице облика дела кружнице коjе припадаjу спољашњим
блоковима. Та просторна структура блокова одговара такозваноj О-топологиjи
(O-grid). Укупан броj блокова у поддомену D1 jе 51. На основу тако дефини-
сане структуре блокова, генерисана jе неуниформна нумеричка мрежа са већом
густином ћелиjа у близини чврстих контура, као и у близини интерфеjса.
Слика 6.20. Структура блокова унутар поддомена D2 и одговараjућа нумеричка
мрежа коjа има 3028977 хексаеардних прорачунских ћелиjа.
Kao што jе већ речено, топологиjа блокова у поддомену D2, у коме се налази
вентилатор добиjена jе ротационим пресликавањем топологиjе описане у пот-
поглављу 6.1.1. Пре тога jе извршена подела блокова са две вертикалне равни,
коjе се налазе непосредно иза интерфеjса RSI-1 и непосредно испред интерфеjса
RSI-2. Разлог за то jе обезбеђивање да линиjе нумеричке мреже у z правцу буду
ортогoналне на површи интерфеjса. То jе значаjно jер се тако обезбеђуjе угао
између линиjа нумеричке мреже у z-правцу буде исти у сваком временском тре-
нутку. Наиме, како нумеричка мрежа у овом домену ротира у времену, ако jе
таj угао различит од 90◦, онда ће се и таj угао мењати у времену. На оваj начин,
избором да те линиjе буду ортогоналне, се елиминише утицаj те неортогонал-
ности на тачност прорачуна. Броj блокова у поддомену D2 jе 476. На слици 6.20
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jе приказана тополошка структура блокова и одговараjућа нумеричка мрежа.
У поддомену D3 (цев) структура блокова jе слична структури приказаноj
на слици 6.19(б), с тим што су додати блокови непосредно уз зид цеви, чиjа се
почетна темена поклапаjу са местима где се завршаваjу лопатице вентилатора
у поддомену D2. Разлог за то jе да се, као прво добиjе исти подела страница
блокова у радиjалном правцу (исти броj ћелиjа), као и да се линиjе мреже на
интерфеjсима RSI-2 и SRI-2 и коjе се протежу у обимском правцу (кружнице)
што jе могуће више поклапаjу. На слици 6.21 jе приказана тополошка структура
у поддомену D3.
(a) (б)
Слика 6.21. Тополошка структура блокова у поддомену D3 (цев). (a) Улазни део,
интерфеjс SRI-2, и део главчине HUB-2; (б) Тополошка структура на излазноj површи
(OUTLET).
Како jе, као у претходном случаjу, топологиjа блокова у сваком од поддомена
jе била различита, броj и распоред површи на интерфеjсима SRI-1/RSI-1 и RSI-
2/SRI-2 jе различит. На слици 6.22 су приказани делови нумеричке мреже, са
главним акцентом на интерфеjсима.
D1 D2 D3 GGI GGI
Слика 6.22. Део нумеричке мреже са раздвоjених поддоменима. На слици jе прика-
зана нумеричка мрежа са мањим броjем ћелиjа (913408) да би jасниjе уочиле разлике
у нумеричкоj мрежи на интерфеjсима.
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Након генерисања нумеричких мрежа за сваки од домена понаособ, извр-
шено jе њихово спаjање у jедну jединствену мрежу. Генерисано jе неколико
нумеричких мрежа, са различитим броjем ћелиjа. Прва нумеричка мрежа има
509728 ћелиjа, друга 913408 ћелиjа и коначно, мрежа са наjвећим броjем ћeлиjа
има 8265989 хексаедарних прорачунских ћелиjа.
6.2.2 Гранични услови, начин решавања и методe дискре-
тизациjе
Као гранични услов jе задата константна вредност запреминског протока
на улазноj површи сферног облика. Та вредност jе одговарала вредности за-
преминског протока одређеног на основу експерименталног профила аксиjалне
брзине, измереног на растоjању z = 1,067m иза вентилатора. Тако израчунати
запремински проток jе V˙ = 0,663m3/s. Та вредност запреминског протока jе
већа од максималне вредности протока добиjене нумеричким прорачуном опи-
саним у потпоглављу 6.1.3, коjа одговара jеднаком тоталном притиску на улазу
(INLET) и статичком притиску на излазу (OUTLET). Како крива вентилатора
ниjе експериментално одређивана, ниjе било могуће извршити поређење екс-
перименталних и нумеричких резултата криве вентилатора. Са овако задатим
запреминским протоком, добиjа се да jе притисак на улазноj површи нешто
већи од притиска на излазноj површи, што значи да вентилатор ради са веома
далеко од оптималне радне тачке. Али како су то били jедини расположиви
експериментални подаци са овим типом вентилатора, та вредност запремин-
ског протока jе задата на улазноj површи, и извршена су поређења профила
аксиjалне и обимске брзине.
Остали гранични услови су исти као гранични услови дати у Табели 6.3.
Takoђе, како jе и овом случаjу на интерфеjсима између подмдомена нумеричка
мрежа различита, и овде jе коришћен гранични услов GGI, о коме jе било речи у
потпоглављу 6.1.1. Како прорачунски домен D2 ротира, његов релативни поло-
жаj у односу на доменe D1 и D3 се мења током времена, тако да се одговараjући
интеролациони коефициjенти на интерфеjсима мењаjу у току прорачуна, и они
се рачунаjу у сваком временском кораку. To у знатноj мери повећава време
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прорачуна.5
Изабрана jе Гама схема дискретизациjе за конвективни члан у Реjнолдсо-
воj jедначини, док су за конвективне чланове у jедначини преноса кинетичке
енергиjе турбуленциjе и специфичне дисипациjе ω изабране узводне схеме.
Начин третирања померање (ротациjе) дела нумеричке мреже се може наћи
у Jasak (2009). Део коjи ротира (домен D2) се дефинише у одговараjућоj датоте-
ци, dynamicMeshDict. Главни део те датотеке jе приказан у Табели 6.6. Угаона
брзина ротациjе се у овом случаjу задаjе у обртаjима у минути, а како jе смер
ротациjе такав да jе вектор угаоне брзине супротан позитивном смеру z-oсе,
задаjе −1000 ob/min. Такође, треба додати да се у датотеци cellZones у коjоj
су дефинисане зоне прорачунских ћелиjа (поддомени), домен коjи ротира мо-
ра означити са movingCells. За поступак нумеричког решавања коришћен jе








origin (0 0 0);
axis (0 0 1);





moving ( RSI-1 RSI-2 );
static ( SRI-1 SRI-2 );
}
}
солвер transientSimpleDyMFoam. Он jе намењен за решавање нестационарних
проблема са ротираjућом мрежом. Повезивање поља притиска и брзине у окви-
ру овог солвера базира се SIMPLE алгоритму. Истраживања су показала да jе
оваj начин стабилниjи и робустниjи у односу на PISO алгоритам, Petit et al.
(2009), Petit et al. (2011), и вредности Курантовог броjа могу бити и веће од
5У питању су месеци непрекидног рада током паралелног прорачуна на 32 процесорa.
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1, а да то не утиче на стабилност прорачуна. Изабран jе адаптивни временски
корак, тако да се обезбеди да максимална вредност Курантовог броjа не буде
већа од 5. Ред величине тог временског корака током итеративног поступка je
био ∆t = 2 ·10−5 s. Фреквенциjа обртања вентилатора коjа одговара задатоj уга-
оноj брзини, тj. броjу обртаjа jе f = 1000/60 = 16,667Hz, односно он направи
jедан обртаj за 0,06 s. На основу вредности временског корака, следи да се након
сваког временског корака мрежа у домену D2 приближно заротира за 0,12◦.
6.2.3 Резултати и дискусиjа
Пре самог прорачуна са ротираjућом мрежом у поддомену D2, извршен jе
прелиминарни прорачун на мрежи са 913408 ћелиjа са приступом
”
замрзнутог
ротора“. Kоришћена су два турбулентна модела коja су се показала као наj-
погодниjа при прорачуну струjања у турбомашинама, а то су RNG k-ε и k-ω
SST модел, Bardina et al. (1997). За задати запремински проток извршена су
поређења профила временски осредњене аксиjалне и обимске брзине. У експе-
рименту су вршена мерења у вертикалноj равни, од jедног до другог зида, као








Слика 6.23. (a) Скица поjединих мерних тачака у експерименталним истраживањи-
ма, Чантрак (2012); (б) Скица стварног профила брзине у правцу x, управном на
мерну раван - обимскa брзинa у мерном пресеку
При томе се брзина у обимском правцу поклапа са брзином у x-правцу, и
стварни смер брзине Ux jе скициран на слици 6.23(б). Она jе за позитивне вред-
ности y позитивна, а за негативне вредности координате y, она jе негативна.
187
Глава 6. Прорачун вихорног струjања у цеви иза кола аксиjалног вентилатора
Поређење експерименталних резултата и резултата добиjених нумеричким про-
рачуном jе приказано на слици 6.24. Уочава се одлично слагање за профиле
аксиjалне брзине са експерименталним резултатима, за оба модела. Oба модела
добро предвиђаjу смањење аксиjалне брзине у зони вртложног jезгра, у области
око осе цеви, где k-ω SST предвиђа нешто мање вредности аксиjалне брзине у
поређењу са RNG k-ε моделом. Оба модела даjу веома слична предвиђања за
профил обимске брзине (брзине Ux, слика 6.23), у коjима jе квалитативни ка-
рактер њене промене дуж радиjуса веома добро предвиђен. Вредности обимске
брзине добиjене нумеричким прорачуном су нешто мање него експерименталне
вредности. Oно што jе карактеристично за резултате оба модела, као и за сам
експеримент, jе присуство одређена асиметриjа профила брзина у односу на x-
осу. Та асиметриja jе наjизражениjа у близини зида. Такође, у поређењу са k-ω

































Слика 6.24. Поређење профила осредњене аксиjалне (U) и осредњене обимске бр-
зине (W ) добиjених нумеричким прорачуном са експерименталним резултатима из
Чантрак (2012).
Такође на истоj нумеричкоj мрежи извршен jе и прорачун са LG напонским
моделом. За разлику од k-ω SST и RNG k-ε , ниjе добиjено конвергентно ре-
шење, а асиметриjа свих физичких величина jе била jако изражена у попречним
пресецима. То поново указуjе на изразиту нестационарност оваквог струjања,
и такође, на комплексност прорачуна са напонским моделима у сложеним гео-
метриjама.
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Добра слагања експерименталних резултата и резултата нумеричких про-
рачуна приказана на слици 6.24 су вид потврде исправности прорачуна, као и
модула и алата коjи су имплементирани у OpenFOAM за прорачун струjања
у турбомашинама. Ради бољег разумевања динамике струjања, и нестационар-
ног кретања великих вртложних структура, као што jе већ речено, извршен jе
прорачун cа ротираjућом мрежом чиjи се резултати презентуjу у даљем тек-
сту. За таj прорачун коришћена je нешто мања вредност запреминског протока
коjи се задавао на улазу, тако да радна тачка вентилатора буде нешто ближа
оптималноj радноj тачки. Вредност протока коjа jе задата jе V˙ = 0,610m3/s.
Приликом нумеричких прорачуна са ротираjућом мрежом, на нумеричкоj
мрежи са 913408 ћелиjа добиjени резултатаи су имали jако изражене нефизи-
калне осцилациjе са великим фреквенциjама и релативно великим амплитуда-
ма. То jе указало да jе било неопходно извршити прорачун на нумеричкоj мрежи
са већим броjем ћелиjа. У ту сврху jе коришћена мрежа са 8265989 ћелиjа. Као
почетни услов за прорачун на тоj мрежи, коришћено jе решење нестационар-
ног прорачуна добиjено на мрежи са 913408 ћелиjа. То решење jе, коришћењем
апликациjе mapFields, пресликано на мрежу са 8265989 ћелиjа.
На слици 6.25 су приказана расподела интензитета брзине U∗ =
√
V 2 +W 2
у поjединим попречним пресецима (вектор брзине U∗ лежи у равни пресека).
Уочава се како интензитет те брзине низструjно слаби, и како се центар рота-
циjе вртложног jегра не поклапа са осом цеви ни у jедном пресеку, као и да
се његов положаj мења током времена. Приказане су промене у временским
тренуцима између коjих jе временска разлика ∆t = 0,01 s, тако да прикази на
сликама 6.25(a)-(е) одговараjу jедном обртаjу вентилатора. Слична jе ситуациjа
и са расподелом притиска у истим временским тренуцима приказаним на сли-
ци 6.26. И на тим сликама jе jасно уочљиво нестационарно, прецесионо кретање
вртложног jезгра, као и несиметрична расподела притиска у попречном пресеку
у разним временским тренуцима.
Да би се та несиметричност jасниjе приказала даjу се профили физичких
величина у дуж A-A и B-B, тj. у хоризонталноj и вертикалноj равни коjе пролазе
кроз осу цеви, слика 6.27. За приказе карактеристичних проjекциjа брзине код
вихорног струjања, аксиjалне, радиjалне и обимске брзине користиће се локални
координатни систем (x, y) коjи лежи у равни пресека.
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Слика 6.25. Расподеле интензитета брзине U∗ =
√
V 2 +W 2, (V - осредњена радиjал-
на и W - осредњена обимска брзинa) у поjединим попречним пресецима, у различи-
тим тренуцима времена. (а) t = 0,1 s; (б) t = 0,11 s; (в) t = 0,12 s; (г) t = 0,13 s; (д)
t = 0,14 s; (ђ) t = 0,15 s; (e) t = 0,16 s
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Слика 6.26. Расподеле притиска у поjединим попречним пресецима у различитим
тренуцима времена. (а) t = 0,1 s; (б) t = 0,11 s; (в) t = 0,12 s; (г) t = 0,13 s; (д)
t = 0,14 s; (ђ) t = 0,15 s; (e) t = 0,16 s
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Тако се, на пример, дуж А-А обимска брзина поклапа са брзином у правцу
x осе, док се у пресеку B-B поклапа са брзином у правцу y-осе, као што jе
приказано на слици 6.27. Радиjална брзина се дуж А-А поклапа са брзином у
правцу x-осе, док се дуж В-В она поклапа са брзином у правцу y-осе. Аксиjална









Слика 6.27. Хоризонтални и вертикални пресеци, A-A и B-B дуж коjих су приказани
































Слика 6.28. Профили аксиjалне брзине у поjединим пресецима цеви, дуж А-A и B-B
(види слику 6.27) у временском тренутку t = 0,15 s.
На слици 6.28 су приказане профили аксиjалне брзине у временском тренут-
ку t = 0,15 s. Уочава се да у овом временском тренутку, у пресеку одређеном
кординатом z = 0.4m, постоjи зона повратног струjања у области око осе цеви.
Такође, уочава се, да су профили асиметрични како у односу на вертикалну,
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тако и у односу на хоризонталну раван коjа пролази кроз осу цеви. Профили
обимске брзине у истом тренутку времена у истим мерним пресецима приказани
су на слици 6.29. Као и код профила аксиjалних брзина и овде jе jасно уочљи-
ва асиметриjа у односу на обе равни. У пресецима наjближим вентилатору, на
профилима обимске брзине се jављаjу два максимума, а такође се оса ротациjе
не поклапа са осом цеви. Сличан карактер профила обимске брзине, по питању
поjаве два максимума, такође je добиjен у експерименталним истраживањима
датим у Лечић (2003). Максималне вредности радиjалне брзине су 0,5m/s, и то
у пресецима непосредно иза вентилатора. У осталим пресецима њена вредност
jе мања од 0,1m/s, тако да jе у овом случаjу она такође за ред величине мања
































Слика 6.29. Профили обимске брзине у поjединим пресецима цеви, дуж А-A и B-B
(види слику 6.27) у временском тренутку t = 0,15 s.
На слици 6.30 су приказани профили кинетичке енергиjе турбуленциjе у иза-
браним мерним пресецима. У пресецима блиским вентилатору, jављаjу се два
максимума профила кинетичке енергиjе турбуленциjе. Први максимум се jавља
у зони смицаjног слоjа у коjоj градиjент ∂rW мења знак, док jе други макси-
мум у зони зида, где су присутни велики градиjенти свих компоненти брзине.
У даљим низструjним пресецима, нестаjе максимум обимске брзине у зони сми-
цаjног слоjа, што директно утиче на смањење вредности кинетичке енергиjе
турбуленциjе у тоj области. Као и код профила брзина, у свим пресецима jе jас-
но изражена асиметриjа профила кинетичке енергиjе турбуленциjе у односу на
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осу цеви, дуж оба правца A-A и B-B. Такође, приметан jе пад кинетичке енер-
гиjе у оси цеви у пресеку z = 1m, па потом њен пораст у следећа два пресека
(z = 1,6m и z = 2,2m). Таj тренд jе такође примећен и у експерименталним
































Слика 6.30. Профили кинетичке енергиjе турбуленциjе у поjединим пресецима цеви,
дуж А-A и B-B (види слику 6.27) у временском тренутку t = 0,15 s.
На сликама 6.28-6.30 су приказанe расподеле физичких величина у изабра-
ним мерним пресецима у jедном одређеном временском тренутку. Онe се мењаjу
у времену, и таj карактер промене jе осцилаторан у свакоj тачки у цеви. За од-
ређивање карактеристичних фреквенциjа неопходно jе да време прорачуна буде
знатно дуже, да би се добили статистички потпуниjи скуп података. Та анализа
jе свакако предмет будућих истраживања.
Идентификациjа вртложних структура
Како се у вихорном струjању jављаjу велике вртложне структуре, од коjих
jе свакако наjрепрезентативниjе вртложно jезгро око осе цеви, природно се на-
меће потреба за идентификациjом тих структура. У литератури се може наћи
више критериjума коjи се користе за идентификовање вртложних структура,
као Hunt et al. (1988) Chong et al. (1990), Jeong and F. (1995), Dubief and Delcayre
(2000). Сви начини се базираjу на анализи градиjента брзине ∇U , односно на
анализи знака његових сопствених вредности, или на основу знака његових
инвариjанти. У оба случаjа се полази од карактеристичне jедначине тензора
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(матрице) ∇U ,
λ3 − Pλ2 +Qλ− R = 0 (6.3)
где су са λ означене сопствене вредности тензора ∇U , а са P, Q и R његова
прва, друга и трећа инвариjанта, дефинисане следећим изразима




(||W ||2 − ||S||2) , (6.5)
R = det (∇U) . (6.6)
Тензори S и W представљаjу тензор вртложности и тензор брзине деформи-
сања, дефинисани jедначинама (4.104) и (4.106), док су
||S|| =
√
S : S и ||W || =
√
W :W (6.7)
њихове норме. На основу критериjума предложеног у Hunt et al. (1988) и Dubief
and Delcayre (2000) за вртложне структуре важи да jе Q > 0, jер jе у том
случаjу ротациjа изражениjа у односу на деформациjу. Hunt et al. (1988), поред
услова да друга инвариjанта буде позитивна, такође намећу и додатни услов
да jе уjедно локални притисак на тим местима мањи од неког референтног
амбиjенталног притиска. Услов Q > 0 то експлицитно не обезбеђуjе, али се
показало да jе у већини случаjева и таj дoдатни услов за притисак задовољен
у оним деловима струjног поља у коjима jе друга инвариjанта Q позитивна,
Villiers (2006).
На слици 6.31 су приказани расподеле друге инвариjанте тензора градиjента
брзине у изабраним пресецима. Уочава се да она достиже своj максимум у зони
око осе цеви. Вредност тог максимума се смањуjе у правцу струjања, а такође jе
у низструjним пресецима присутно његово релативно померање са jедне на дру-
гу страну у односу на раван симетриjе, дуж оба правца А-А и B-B. Померање
максимума на профилу jе присутно и током времена, у jедном фиксном пресеку.
То jе приказано на слици 6.32, где су дате расподеле друге инвариjанте Q дуж
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правца B-B у разним тренуцима времена. Jасно се уочава да се максимум поме-
ра из горње у доњу полураван, и да се том приликом и његова вредност мења.
To значи да вртложне структуре у оси цеви врше како кретање у вертикалном,
































Слика 6.31. Профили друге инвариjанте градиjента брзине у изабраним пресецима










-4  0  4  8
∆t = 0,1s
-4  0  4  8
∆t = 0,12s
-4  0  4  8
∆t = 0,14s
-4  0  4  8
∆t = 0,16s
Q · 103 [s−1]
y
R
Слика 6.32. Профили друге инвариjанте градиjента брзине у пресеку z = 0.4m, дуж
А-A (види слику 6.27) у разним временским тренуцима.
То нестационарно аксиjално и радиjално кретање вртложног jезгра се може
видети и на слици 6.33, где jе приказана еквискаларна површ Q = 103 у два
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различита временска тренутка. Може се приметити да вртложно jезгро врши
кретање и у радиjалном правцу и у аксиjалном правцу. Такође, у пресецима
непосредно иза вентилатора, у зонама уз зид цеви такође се формираjу врт-
ложне структуре коjима одговара велика вредност друге инвариjанте тензора
градиjента брзине.
Слика 6.33. Контуре Q = 103 коjе одговараjу делу вртложног jезгра око осе цеви,
као и вртложним структурама коjе се формираjу непосредно иза вентилатора уз зид
цеви, у различитим временским тренуцима: (а) ∆t = 0,1 s, (б)∆t = 0,15 s
План будућих истраживања jе обављање нумеричких прорачуна коришћењем
симулациjа великих вртлога (LES) на истоj нумеричкоj мрежи. Tи резултати
ће дати дубљи увид у саму структуру струjања. У тим прорачунима ће бити
обухваћени ефекти стишљивости, тако да ће бити анализирани и акустични
феномени. Такође, нумерички прорачуни са другим типовима аксиjалних вен-
тилатора коjи се планираjу у скориjоj будућности ће омогућити и упоредну
анализу њихових карактеристика, као и разлике у структури струjања коjе они
генеришу.
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And we see how we have come from seeking meaning to
finding meaning in the seeking.
Заправо, увиђамо да смо од трагања за смислом
дошли до тога да смисао налазимо у трагању.
Daniel J. Boorstin (1914-2004)
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Закључак
Предмет истраживања у овоj дисертациjи су начини моделирања и нуме-
рички прорачуни турбулентних вихорних струjања. Нумерички прорачун тур-
булентих вихорних струjања представља jедан траjни истраживачки изазов у
механици флуида. Ова дисертациjа представља jедан мали допринос тоj про-
блематици.
У уводноj глави докторске дисертациjе дате су основне карактеристике тур-
булентних вихорних струjања. На првом месту ту jе постоjање обимске брзине
коjа се суперпонира са аксиjалном брзином, као и сложена, изразито неизотроп-
на структура турбуленциjе. Дат jе и приказ релеватне литературе из области
теориjских и експерименталног истраживања турбулентних вихорних струjања
и указано на тешкоће нумеричког прорачуна таквих струjања. Представљени
су и циљеви истраживања, коjи се базираjу на теориjскоj анализи турбулентних
вихорних струjања и савремених нумеричких поступака.
У другоj глави, основне jедначине механике флуида (континуума) се размат-
раjу на савремен начин, где се све физичке величине приказаjу као обjекти -
тензори нултог, првог и другог реда. Наводе се основни постулати коjи се кори-
сте при извођењу тих jедначина, и дефинишу додатне конститутивне релациjе
коjе затвараjу систем основних jедначина кретања. Како су у оквиру дисерта-
циjе разматрана изотермскa струjања нестишљивог њутновског флуида, дата je




У уводном делу треће главе дате су основне физичке карактеристике тур-
булентних струjања, као и начини њиховог математичког описа. Увођењем Реj-
нолдсове статистике, и полазећи од инвариjантног облика основних jедначина,
изводи се инвариjантни облик Реjнолдсових jедначина коjе описуjу статистички
осредњено турбулентно струjање. Проблем затварања Реjнолдсових jедначина
се анализира кроз приказ савремених турбулентних модела. главни акценат jе
на анализи двоjедначинских модела као што су k− ε, k− ω, k− ω SST, Lander-
Sharma k − ε и пуних напонских модела, Launder Reece Rodi (LRR), Launder-
Gibson (LG) и Speziale-Sarkar-Gatski (SSG). Код анализе напонских модела, дати
су и начини моделирања карактеристичних чланова у jедначини преноса тур-
булентних напона. Прегледом научних радова у коjима су примењиване разне
класе турбулентних модела у прорачуну турбулентних вихорних струjања ука-
зано jе да двоjедначински модели даjу добре резултате само у одређеним кла-
сама вихорних струjања, док напонски модели даjу тачниjе резултате jер могу
да предвиде феномене карактеристичне за турбулентна вихорна струjања.
Четврта глава се односи на методологиjу нумеричког прорачуна применом
методе коначних запремина (FVM - finite volume method), на коjоj jе базиран
софверски пакет OpenFOAM. Дат jе приказ основних принципа дискретиза-
циjе прорачунског домена као и дискретизациjе карактеристичних чланова у
jедначинама кретања. Указано jе и на карактеристичне параметре о коjима се
мора водити рачуна приликом дискретизациjе просторног домена. У карактери-
стичноj jедначини преноса, анализирана су начини дискретизациjе свих њених
чланова, са посебном пажњом на анализи дискретизациjе конвективног члана.
Дат jе приказ савремених диференцних метода коjима се врши његова дис-
кретизациjа, са посебним акцентом на схемама базираним на NVA (Normalized
Variable Approach) приступу. Даље jе дата анализа основних граничних услова
и анализу карактеристичне матрице коjе се добиjа дискретизациjом простор-
ног домена и jедначина кретања. Указано jе коjи чланови утичу на повећање
диjагоналне доминантности карактеристичне матрице, коjа jе директно пове-
зана са стабилношћу прорачуна и конвергенциjом решења. У оквиру дела коjи
се тиче дискретизациjе Навиjе-Стоксове и Реjнолдсове jедначине, указано jе на
основне начине повезивања притиска и поља брзине у току прорачуна, преко
PISO и SIMPLE алгоритма. Након теориjских разматрања, дата су обjашњења
начина имплементациjе претходно наведених метода у OpenFOAM-у. Наводе се
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основне класе унутар самог кода OpenFOAM, као и начини и принципи наслеђи-
вања изведених класа. Обjашњен jе и основни принцип имплементациjе jедна-
чина кретања као и турбулентних модела. У последњем делу ове главе детаљно
jе обjашњена сопствена имплементациjа SSG напонског модела у OpenFOAM
код.
У петоj глави се нумерички анализира вихорно струjање у дугачкоj, правоj
цеви, уз претпоставку да се ради о осносиметричном струjању. Анализирано
jе вихорно струjање са профилом осредњене обимске брзине типа Ранкиновог
вртлога, за три различита интезитета вихорног броjа. Начин валидациjе нуме-
ричких резултата jе обављен коришћењем постоjећих експерименталних резул-
тата других аутора. У експериментима су вршена мерења тренутних брзина,
коришћењем сонди са загреjаним влакнима, у седам мерних пресека дуж цеви.
Генератор вихора ниjе разматран, већ jе поставка нумеричког прорачуна таква
да се улазни пресек прорачунског домена поклапа са првим мерним пресеком на
коме су задате измерене вредности брзина и турбулентних напона. Након обjа-
шњења начина генерисања прорачунског домена, избора одговараjућих схема
дискретретизациjе и начина решавања добиjеног система линеарних jедначина,
презентовани су резултати нумеричких прорачуна. Показано jе да двоjедначин-
ски модели не даjу резултате задовољаваjуће тачности код предвиђања овог ти-
па вихорног струjања, поготово за веће вредности вихорног броjа. Нумерички
резултати добиjени LG и SSG моделом су показали значаjне предности у одно-
су на двоjедначинске моделе. Показано jе да SSG модел даjе боља предвиђања
осредњене аксиjалне брзине у односу на LG модел, док jе LG модел дао нешто
боље резултате у случаjу предвиђања обимске брзине. Kao начин валидациjе,
како LG модела тако и сопствене имплементациjе SSG модела, извршена jе ин-
вариjантна анализа добиjених нумеричких резултата. Показано jе да се у свим
карактеристичним пресецима вредности друге и треће инвариjанте тензора ани-
зотропности налазе унутар Ламлиjевог троугла, што jе jедан од показатеља да
jе SSG модел правилно имплементиран у код OpenFOAM-а.
У шестоj глави jе разматрано вихорно струjање у коме се моделира и гене-
ратор вихора, а то jе аксиjални вентилатор. Прорачун jе обављен коришћењем
два различита приступа и два различита прорачунска домена. У првом присту-
пу, разматран jе приступ тзв.
”
замрзнутог ротора“ на прорачунском домену са
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ротационо периодичним површима, док jе у другом случаjу разматрана ком-
плетна геометриjа, са делом нумеричке мрежом коjа ротира у времену. У оба
приступа, прорачун jе извршен коришћењем k − ω SST модела. У уводном де-
лу ове главе дато jе детаљно обjашњење начина генерисање блок-структуиране
мреже, као и начини спрезања карактеристичних прорачунских поддомена. На
прорачунском домену са ротационо периодичним површима извршено je нуме-
ричко одређивање карактеристичне криве вентилатора, варирањем вредности
запреминског протока кроз прорачунски домен. У случаjу прорачуна са роти-
раjућом нумеричком мрежом, у делу прорачунског домена у коме се налази
вентилатор, добиjено jе нестационарно кретање вртложног jезгра у цеви иза
вентилатора, коjе jе идентификовано коришћењем Q критериjума. Резултати
нумеричких симулациjа су показали jако добро слагање са постоjећим резулта-
тима мерења профила брзина других аутора коjи су користили таj вентилатор
у своjим експерименталним истраживањима вихорних струjања.
Прве четири главе ове дисертациjе недвосмислено говоре о широком диjа-
пазону научних дисциплина коjе jе требало проучити. У првом реду jе то ме-
ханика флуида, њене основне jедначине и њихово физичко тумачење. Посебно
се издваjа турбулентно струjање, и у вези са њим, разни турбулентни моде-
ли. Прегледом обимне литературе требало jе уочити коjи турбулентни моде-
ли са задовољаваjућом тачношћу могу описати турбулентна вихорна струjања.
Практични прорачун вихорних турбулентних струjања jе jедино могућ приме-
ном одговараjућих нумеричких метода. Из ове широке научне области, посебно
се издваjа метода коначних запремина, као наjподесниjа за примену у механи-
ци флуида. Разлог за то jе сама њена формулациjа коjа обезбеђуjе испуњеност
закона одржања. На овоj методи се засниваjу готово сви софтвери намењени за
нумеричке прорачуне у механици флуида. Данас у свету постоjи доста специjа-
лизованих програмских пакета намењених за нумеричке прорачуне у механици
флуида. Већина тих програма jе комерциjалног типа у коjима корисник обично
нема никакав увид у сам код програма, већ само може да бира између великог
броjа понуђених опциjа. Могућности тих комерциjалних програма су неоспор-
но велике, али за нека суштинска истраживања на пољу нумеричке механике
флуида они ниси погодни. За права истраживања неопходно jе да код, односно
начин како су одговараjући нумерички алгоритми у њега имплементирани бу-
де доступан кориснику. Тако jе за све нумеричке прорачуне у овоj дисертациjи
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коришћен софтвер отвореног кода (оpen-source) под називом OpenFOAM. Kao
софтвер отвореног кода jе реализован 2004. године и од тада се он константно
унапређуjе од стране научника и истраживача широм света. Данас, ОpenFOAM
представља поуздан софтвер за нумеричкe прорачуне проблема механике флу-
ида. За разлику од комерциjалних софтвера, само коришћење OpenFOAM-а
изискуjе знатно више знања из механике флуида, нумеричких метода, као и
одлично познавање GNU/Linux оперативног система. То су били предуслови
за даљу анализу самог програмског кода. На основу ове анализе, у оквиру ове
дисертациjе, извршена jе уградња SSG напонског модела у код OpenFOAM.
У овоj дисертациjи jе извршен нумерички прорачуни и анализа добиjених
резултата за два карактеристична случаjа вихорног струjања. Први случаj се
односи на осносиметрично вихорно струjање у правоj цеви. Како се овде радило
2D геометриjи, главни циљ обављених прорачуна jе било тестирање постоjећих
турбулентних модела коjи постоjе у OpenFOAM-у, као и тестирање новоуграђе-
ног SSG модела. У досадашњоj литератури прорачуни осносиметричних вихор-
ног струjања су jедино обављени коришћењем комерциjалних софтвера.
Други карактеристични случаj струjања jе, са прорачунске тачке гледишта,
знатно компликованиjи. Оваj прорачун jе просторно свеобухватниjи, jер у себи
садржи и прорачун генератора вихора - аксиjалног вентилатора, уграђеног на
улазу у цев. Генерисање нумеричке мреже у овом случаjу jе веома захтеван и
дуготраjан процес. Сам прорачун захтева коришћење напредних, нових струк-
турних елемената OpenFOAM, коjи се у свету joш увек тестираjу. Добиjени
резултати су своjеврстан допринос исправности, односно валидациjа тих нових
елемената, превасходно намењених за прорачун струjања у турбомашинама.
Резултати представљени у овоj дисертациjи су плод дугогодишњег рада на
пољу нумеричке механике флуида, и коришћења ОpenFOAM-а као софтвер-
ског алата. Таj рад jе свакако константно доносио нова сазнања, али и у исто
време и отварао многа нова питања и рађао нове идеjе и правце будућих истра-
живања.Оно што ће засигурно бити правац даљих истраживања jе коришћење
симулациjа великих вртлога за нумерички прорачун вихорног струjања у це-
ви иза кола аксиjалног вентилатора. У тим прорачунима ће се обухватити и
ефекти стишљивости, са циљем анализе буке и акустичних феномена.
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Како се у оквиру овог додатка разматраjу временски осредњене Реjнолдсо-
ве jедначине, ради jедноставниjег означавања, временски осредњене брзине и
притисак се означаваjу без коришћења ознака 〈. . . 〉.
Инвариjантни облици jедначине континуитета и Реjнолдсове jедначине коjа
важи за турбулентна струjања нестишљивог флуида су:
∇ · U = 0 (A.1)
U · ∇U = −∇P +∇ · T (A.2)
где су T = ν
[∇U + (∇U)T ]− 〈u⊗ u〉 тензор укупног напона, U вектор времен-
ски осредњене брзине, u вектор флуктуациjа брзине, P временски осредњени
притисак и T тензор укупног напона.
Сада се поставља задатак записа, односно проjекциjа jедначина (A.1) и (A.2)
на осе координатног система (x, r, ϕ) приказаног на слици A.1. Његов базис
чине ортогонални jединични вектори (ex, er, eϕ), те jе у њему вектор брзине U
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Додатак A. Реjнолдсове jедначине у поларно-цилиндричним координатама
дефинисан као
U = Ux ex + Ur er + Uϕ eϕ ≡ Uex + V er +Weϕ, (A.3)







Да би се добили изрази за компоненте тензора T , потребно jе одредити компо-
ненте тензор градиjента брзине у овом координатном систему. У том циљу jе
потребно успоставити везе између координата (x, r, ϕ) и Декартових правоуглих
координата (x, y, z). Та веза jе очигледна (види слику A.1):
x = x, r =
√





x = x, y = r sinϕ и z = r cosϕ. (A.6)
Jединични вектори er и eϕ су одређени изразима
er =
r
|r| = sinϕ ey + cosϕ ez, eϕ = ex × er = cosϕ ey − sinϕ ez (A.7)
Jединични вектор ex jе вектор константног правца и он се не мења са променом
координата. То ниjе случаj са jединичним векторима er и eϕ, те ће и поjедини





















набла“ jе у овом координатном систему
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Слика A.1. Компоненте U + u, V + v и W + w тренутне брзине у аксиjалном, ра-
диjалном и обимском правцу при вихорном струjању у цеви.
дефинисан изразом:











Имаjући у виду jедначине (A.8) и дефинициjу (A.9), сада jе могуће одредити
градиjент вектора U . Пре тога, полазећи од инвариjантног облика jедначине
континуитета, добиће се њен запис у координатном систему (x, r, ϕ). Имаjући
у виду да jе оператор
”
набла“ векторско-диференциjални оператор, прво се
примењуjе операциjа диференцирања, па скаларног множења. Тако jе




































































































Додатак A. Реjнолдсове jедначине у поларно-цилиндричним координатама












































































































































На основу jедначине (A.2) следи да су компоненте тензора T , односно укупуни















































Додатак A. Реjнолдсове jедначине у поларно-цилиндричним координатама















































































Сада jе потребно одредити дивергенциjу тензора T , односно проjекциjе век-
тора ∇ · T на осе координатног система (x, r, ϕ). Тако jе














· (σxx exex + τxr exer + τxϕ exeϕ
+ τrx erex + σrr erer + τrϕ ereϕ + τϕx eϕex + τϕr eϕer + σϕϕ eϕeϕ)
(A.18)
Као и у претходним случаjевима, и овде се прво примењуjе операциjа диферен-
цирања, па тек онда операциjа скаларног множења вектора и диаде. Имаjући у
виду изразе (A.8), као и особину скаларног производа вектора и диаде, a · bc =
(a · b)c, добиjа се да су проjекциjе диверенгенциjе тензора напона на осе коор-
динатног система (x, r, ϕ) одређене изразима:































































Додатак A. Реjнолдсове jедначине у поларно-цилиндричним координатама

































Имаjући у виду претходну анализу, проjекциjе векторске jедначине количине
кретања, jдн. (A.2), на осе координатног система (x, r, ϕ) су:










































































































Вихорна струjања се често, са великом тачношћу, могу разматрати као осно-
симетрична. Jедначине (A.11) и (A.22)-(A.24) се у том случаjу поjедностављуjу
увођењем следећих претпоставки: сви изводи по обимскоj координати ϕ су jед-
наки нули, ∂/∂ϕ = 0, и у оси цеви, тj. за r = 0 величине V ,W , 〈uv〉, 〈uw〉 и 〈vw〉
jеднаке нули. Уз ове претпоставке, jедначине (A.22)-(A.24) се, уз замену израза
за напоне (A.14) своде на следеће jедначине:








































Додатак A. Реjнолдсове jедначине у поларно-цилиндричним координатама























































































(rV ) = 0 (A.28)
У случаjу вихорног струjања у дугачким цевима (L R), jедначине (A.25)-
(A.27) се могу и додатно поjедноставити разматрањем реда величине поjединих
чланова у њима, аналогно анализи приликом извођења jедначина граничног
слоjа, види Schliting (1959). Тако се у циљу добиjања бездимензиjских облика
jедначина (A.25)-(A.27) дефинишу бездимензиjске брзине, бездимензиjски при-










x∗ = x/L, r∗ = r/R (A.29)
референтне брзине Um за аксиjални правац и Wm = αUm, 0 ≤ α ≤ 1 за обим-
ски правац. Размера дужине у аксиjалном правцу jе L, док jе у радиjалном
R. Бездимензиjски притисак P ∗ дефинише као P ∗ = P/(ρU2ref). Претпостав-
ка за флуктуациjе брзине ui су да су оне за ред величине мање од вредности
временски осредњених брзина Ui, тj. u
∗
i = εUm, ε ∼ 0.1.
Заменом ових бездимензиjских величина у jедначину континуитета, (A.28),
добиjа се да jе размера за радиjалну брзина Vm =
R
L
Um, одакле се закључуjе
да да jе уз уведену претпоставку R << L радиjална брзина много мања од
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аксиjалне брзине.






















































































































































































Међусобним поређењем чланова у jедначинама (A.30)-(A.32), може се закључи-
ти да ред величине свих чланова ниjе исти. Тако jе на пример, код вискозног
члана у jедначини (A.30) други извод брзине U у аксиjалном правцу много мањи
од другог извода у радиjалном правцу, па се он може занемарити. Слично jе
и у случаjу турбулентних напона. У jедначини (A.31) наjутицаjни чланови су
промена притиска у радиjалном правцу, и део конквективног члана W 2/r.
На основу анализе бездимензиjског облика jедначина, и занемаривањем мање
утицаjних чланова, добиjа се коначни облик упрошћених jедначина количине
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(rV ) = 0. (A.36)
У поређењу са полазним системом jедначина, коjи jе био претежно елиптич-
ког типа, систем jедначина (A.33)-(A.35) jе претежно параболичког типа (тзв.
конвективно-дифузиони проблем). Броj непознатих jе редукован са десет на
шест, и нумеричко решавање проблема се своди на секвенциjално решавање се-
риjе jеднодимензиjских проблема у радиjалном правцу, уместо решавања целог





Основи инвариjантне теориje у
турбуленциjи
Проучавање модела коjи се баве проблемом повратка хомогене анизотропне
турбуленциjе у стање изотропности, а такође и утицаj анизотропности на дина-
мику нехомогене турбуленциjе jе могуће анализирати на jедноставниjи и ефект-
ниjи начин, него анализом шест компоненти bij тензора анизотропности. Таj jед-
ноставниjи начин jе коришћење инвариjантне теориjе, коjа омогућуjе да се на
основу само два независна параметра добиjе квантитативни опис анизотропиjе
турбуленциjе. Та два независна параметра су инвариjанте тензора анизо-
тропности. Инвариjанта неког тензора jе скаларна величина чиjа се вредност
не мења приликом ротациjе система у коме jе представљен таj тензор, односно
има исту вредност коjа jе независна од избора координатног система у коме се
тензор представља. Тако су за тензор анизотропности његове главне инвариjан-
те одређене изразима











tr(b) · tr(b2) + 1
6
[tr(b)]3 = det(b) (B.1)
где jе са b означен матрични запис тензора b. Како инвариjанте имаjу исту вред-
ност у сваком координатном систему, представљање тензора b у координатном
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систему одређеном његовим главним осама, доводи до израза за вредности ин-
вариjанти преко сопствених вредности λ1, λ2 и λ3 тензора b:
Ib = λ1 + λ2 + λ3, IIb = λ1λ2 + λ2λ3 + λ1λ3, IIIb = λ1λ2λ3. (B.2)
Ако су bij компоненте тензора b, односно чланови матрице b, изрази за његове
инвариjанте се могу написати у облику
Ib = bii, IIb =
1
2





biibjjbkk − 3biib2jj + b3ii
)
. (B.3)
На основу дефинициjе тензора анизотропности следи да jе његов траг jеднак
нули. Та чињеница доводи тога да jе његова прва инвариjанта jеднака нули, и
до jедноставниjих израза за другу и трећу инвариjанту.



















Сада ће бити приказане зависности између инвариjанти IIIb у IIb у случаjу
граничних стања турбуленциjе, као што су осносиметрична контракциjа и екс-
панзиjа, дво- и jеднокомпонентна турбуленциjа. Ти гранични случаjеви су од-
ређени само компонентама на главноj диjагонали тензора турбулентих напона,
односно нормалним турбулентним напонима.
Изотропна турбуленциjа
• Jеднокомпонентна изотропна турбуленциjа.
У овом случаjу само jедан од нормалних напона jе различит од нуле. На-
равно, такво стање турбуленциjе jе физички немогуће, али се може свакако


























































• Двокомпонентна изотропна турбуленциjа.
У овом случаjу два нормална турбулентна напона су међусобно jеднака,
















































bijbjkbki = − 1
108
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• Трокомпонентна изотропна турбуленциjа.













































IIb = 0, IIIb = 0
Трокомпонентна изотропна турбуленциjа: (−IIb, IIIb) = (0, 0) (B.7)
Двокомпонентна неизотропна турбуленциjа
Двокомпонентна неизотропна турбуленциjа се jавља у областима у непо-
средноj близини зида. Наиме, за мале вредности координате y управне на зид,
нормални турбулентни напони 〈u2〉 и 〈w2〉 су пропорционални y2, док jе нор-
мални турбулентни напон 〈v2〉 пропорционалан y4, Pope (2006).
Матрични облик тензора турбулентних напона се у овом случаjу може при-































 , где jе b ≡ b11











Из израза за инвариjанте IIb и IIIb могуће jе елиминисати величину b и добити
функционалну зависност између инвариjанти тензора анизотропиjе у случаjу
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двокомпонентне неизотропне турбуленциjе:
Двокомпонентна турбуленциjа: − IIb = 3IIIb + 1
9
(B.8)
Осносиметрична контракциjа и осносиметрична експанзиjа
Утицаj осносиметичне контракциjе попречног пресека на структуру турбу-
ленциjе први jе експериментално анализирао Uberoi (1956). На слици B.1 jе
приказана скица дела експерименталне инсталациjе на коjоj су извршени експе-








Слика B.1. Скица експерименталне инсталациjе у експериментима Убероиjа прили-
ком проучавања утицаjа осносиметричне контракциjе попречног пресека на структуру
турбуленциjе.
формне струjе ваздуха кроз решетку. Даљим струjањем кроз праву деоницу
осредњена брзина U1 jе приближно униформна, тако да у тоj деоници нема
градиjената осредњених брзина, односно Sij = 0. Даља контракциjа попреч-
ног пресека производи додатно униформно аксиjално деформисање осредњеног
тока S11 = S, и сходно jедначини континуитета, униформне латералне дефор-
мациjе S22 = S33 = −12 S. Након контракциjе попречног пресека у другоj правоj
деоници jе такође Sij ≈ 0, што сходно Бусинескоj хипотези повлачи да jе тензор
турбулентних напона изотропан. Међутим, експерименти су показали да анизо-
тропност генерисана контракциjом попречног пресека готово траjно присутна.
Разлог за то jе што стање турбуленциjе ниjе у потпуности одређено локалним
карактеристика, већ и
”
историjом“ деформациjе осредњеног тока.
Утицаj осносиметричне експанзиjе попречног пресека на структуру хомогене
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турбуленциjе jе тешко експериментално анализирати, због одваjања граничног
слоjа, коjи се jавља у дивергентном делу (дифузору), Pope (2006). Те анализе jе
могуће спровести коришћењем директних нумеричких симулациjа или теориjе
брзих деформациjа.
Осредњени тензор брзине деформисања, у случаjу осносиметричне контрак-



















 > 0, осносиметрична контракциjа< 0, осносиметрична експанзиjа , (B.10)
где jе оса x1 усмерена у правцу главног струjања (дуж канала).
Овакав облик осредњеног деформационог поља ће довести до тога да се код
осносиметричне контракциjе jавља
”
истезање“ вртложних влакана и повећања
вртложности, док ће се код осносиметричне експанзиjе вртложна влакна са-
биjати и вртложност ће се смањивати. Ово непосредно следи из Хелмхолчеве
jедначине коjа описуjе еволуциjу вртложности
Dω
Dt
= ω · ∇U + ν∇2ω, (B.11)
у коjоj jе члан ω · ∇U одговоран за промену облика вртложних влакана.
С друге стране, тензор турбулентних напона у случаjу осносиметричне кон-
тракциjе тежи облику коjу он има у случаjу двокомпонентне изотропне турбу-
ленциjе. Наиме, нормални турбулентни напон у правцу струjања ће се смањи-
вати jер jе његов продукциони члан P11 = −〈u21〉 ∂U1∂x1 негативан (оба члана на
десноj страни израза су позитивна). Флуктуациjама притиска, доћи ће до пре-
расподеле кинетичке енергиjе између нормалних турбулентих напона. Тако су
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после осносиметричне контракциjе, два нормална напона већа од трећег, и у
граничном случаjу та два нормална напона ће бити међусобно jеднака, док
ће трећи бити jеднак нули. У случаjу осносиметричне експанзиjе тензор турбу-
лентних напона тежи форми коjу он има у случаjу jеднокомпонентне изотропне
турбуленциjе. Такође, и овде долази до прерасподеле кинетичке енергиjе флук-
туациjама притиска, тако да после осносиметричне експанзиjе jедан нормални



















































































































































































Слика B.2. (a) Осносиметрична контракциjа; (б) Осносиметрична експанзиjа.
Имаjући у виду претходно речено, тензор турбулентих напона у случаjу










〈u21〉  〈u22〉 − oсносиметрична контракциjа
〈u21〉  〈u22〉 − oсносиметрична експанзиjа










0 0 − b
2
 , где jе b ≡ b11.
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Даље jе, из израза за инвариjантне IIb и IIIb могуће елимисати величину b и
добити функционалну зависност IIb = f(IIIb):
Осносиметрична турбуленциjа: − IIb = 3
4
(4 |IIIb|)2/3 (B.12)
У случаjу осносиметричне експанзиjе jе IIIb > 0, док jе у случаjу осносимет-
ричне контракциjе IIIb < 0.






































) IIb = 34 (4 |IIIb|)2/3
Слика B.3. Инвариjантна мапа у равни IIIb - IIb.
Инвариjантна мапа анизотропности и класификациjа тур-
буленциjе
Сада се зависности IIb − IIIb коjе су претходно разматране могу приказати
у координатном систему чиjа jе апсциса IIIb, а ордината −IIb. Добиће се домен
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ограничен кривама дефинисаним jедначинама (B.8) и (B.12), коjи се назива
инвариjантна мапа анизотропности или Ламлиjев троугао, слика B.3.
Пресечне тачке тих кривих одговараjу граничним стањима турбуленциjе
Дводимензионално изотропно стање (2D) турбуленциjе, у коме jедна компо-
нента кинетичке енергиjе турбуленциjе ишчезава, а остале две су међусобно jед-
наке дефинише лево теме инвариjантне мапе. Jеднодимензионално стање (1D)
турбуленциjе дефинише десно теме инвариjантне мапе. Координатни почетак
дефинише тродимензионалну изотропну турбуленциjу. Турбуленциjа дуж пра-
ве коjа повезуjе 2D изотропну и 1D турбуленциjу, одговара дводимензионалноj
турбуленциjи.
Друга инвариjанта (−IIb), коjа може бити или позитивна или jеднака ну-
ли, репрезентуjе степен анизотропности, док инвариjанта IIIb показуjе природу
анизотропиjе. Сва физички могућа стања турбуленциjе, односно вредности ин-
вариjанти IIb и IIIb коjе им одговараjу, мораjу се налазити унутар инвариjантне
мапе анизотропности. То jе врло значаjна чињеница коjа може послужити и
за контролу експерименаталних резултата. Ако се неке од тачака налазе изван
инвариjантне мапе, то значи да jе такво стање турбуленциjе немогуће, односно
да су турбулентни напони погрешно измерени! Такође, инвариjантна мапа може
послужити и за анализу реализабилности1 неког модела.





Како се код турбомашина струjање обавља у геометриjама коjе ротираjу око
неке осе, онда jе у неким случаjевима погодно анализирати такво струjање у
























Слика C.1. Стационарни и ротираjући координатни систем.
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На слици C.1 су приказана два координатна система - непокретни или инер-
циjални координатни систем, означен са I, и координатни систем, означен са R,
коjи ротира констатнтном угаоном брзином Ω око неко осе. Положаj флуидног
делића у простору се може описати његовим вектором положаjа у непокретном
координатном систему и/или ротираjућем координатном систему. Са слике jе
очигледно да jе
r′ = r0 + r (C.1)
Брзина флуидног делића се добиjа диференцирањем jедначине (C.1) по времену
(у питању jе Лагранжев приступ). Имаjући у виду да координатни систем врши



















⇒ UI = UR + Ω× r, (C.2)
што представља разлагање кретања на апсолутно (брзина UI се назива апсолут-
на брзина), релативно (UR jе релативна брзина) и преносно (Ω × r jе преносна
брзина). До израза за преносну брзину долази се геометриjском анализом вре-








Слика C.2. Веза између вектора угаоне брзине
ротациjе Ω и временског прираштаjа k-тог jеди-
ничног вектора координатног системa R. Са слике
jе очигледно да jе интензитет приштаjа вектора








= xk(Ω× ek) = Ω× (xkek) = Ω× r
Аналогно се може доказати и следећа уопштена релациjа коjа важи за било
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Из jедначина (C.2) и (C.3) следи израз коjи повезуjе убрзање флуидног делића



















































+ 2Ω× UR + Ω× Ω× r (C.4)
Део убрзања одређен изразом 2Ω× UR се назива Кориолисово убрзање, док jе
Ω×Ω×r преносно убрзање. Посматрано са становишта поделе сила у механици
флуида, те две величине се могу дефинисати као jединична Кориолисова сила,
и jединична (фиктивна)1 центрифугална сила.
Сада ће се размотрити два начина записа Навиjе-Стоксове jедначине у ро-
тираjућем координатном систему, у зависности од форме њеног конвективног
члана. Пре тога се даjе њена форма у инерциjалном, непокретном координатном
систему, аналогна jедначини (2.20), заjедно са jедначином континуиета,






+∇ · (UI ⊗ UI) = −∇p+ ν∇ · ∇UI. (C.6)
1Она jе последица избора координатног система у коме се прати кретање флуидног де-
лића.
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Навиjе-Стоксова jедначина у ротираjућем координатном систему са
релативном брзином у конвективном члану
На основу jедначинa (C.2) и (C.5), добиjа се jедначина континуитета за ре-
лативну брзину
∇ · UI = ∇ · [UR + Ω× r] = 0
∇ · UR +∇ · [Ω× r] = 0
∇ · UR + r · (∇× Ω)︸ ︷︷ ︸
=0
−Ω · (∇× r)︸ ︷︷ ︸
=0
= 0 ⇒ ∇ · UR = 0 (C.7)










+∇ · (UR ⊗ UR) + 2Ω× UR + Ω× Ω× r. (C.8)
Дифузиони члан у Навиjе-Стоксовоj jедначини (C.6) jе
ν∇ · ∇UI = ν∇ · ∇ [UR + Ω× r]
= ν
[
∇ · ∇UR +∇ · ∇ [Ω× r]︸ ︷︷ ︸
=0
]
= ν∇ · ∇UR, (C.9)
па jе коначна форма Навиjе-Стоксове jедначине у овом случаjу
∂UR
∂t
+∇ · (UR ⊗ UR) + 2Ω× UR + Ω× Ω× r = −∇p + ν∇ · ∇UR (C.10)
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Навиjе-Стоксова jедначина у ротираjућем координатном систему са
апсолутном брзином у конвективном члану
Конвектвни члан у jедначини (C.10) се, на основу jедначине (C.2), може
написати и у следећем облику
∇ · (UR ⊗ UR) = ∇ · [UR ⊗ (UI − Ω× r)]
= ∇ · (UR ⊗ UI)−∇ · [UR ⊗ (Ω× r)]
= ∇ · (UR ⊗ UI)− (Ω× r) (∇ · UR︸ ︷︷ ︸
=0
)− UR · ∇ (Ω× r)︸ ︷︷ ︸
Ω×UR
= ∇ · (UR ⊗ UI)− Ω× UR (C.11)
На основу jедначине (C.11) део леве стране jедначине C.10, означен са K,
K = ∇ · (UR ⊗ UR) + 2Ω× UR + Ω× Ω× r (C.12)
има следећи облик
K = ∇ · (UR ⊗ UI)− Ω× UR + 2Ω× UR + Ω× Ω× r
= ∇ · (UR ⊗ UI) + Ω× UR + Ω× Ω× r
= ∇ · (UR ⊗ UI) + Ω× (UR + Ω× r︸ ︷︷ ︸
UI
) = ∇ · (UR ⊗ UI) + Ω× UI (C.13)
Коначни облик Навиjе-Стоксове jедначине у овом случаjу jе облика
∂UR
∂t
+∇ · (UR ⊗ UI) + Ω× UI = −∇p+∇ · ∇UI (C.14)
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